ATS Lycée Le Dantec

Opérateurs gradient, divergence, rotationnel.

I. Définition intrinséque des opérateurs gradient, divergence et rota-
tionnel

I.1. Opérateur gradient

—
Soit f(M) un champ scalaire : on appelle gradient de ce champ le champ vectoriel grad f tel

que : .
df (M) = grad f.dOM

Conséquence : Les lignes de champ de grad f sont orthogonales aux surfaces « iso-f »et orientées
vers les valeurs de f croissantes.

Définition :  Un champ vectoriel A(M) dérive du champ scalaire f(M) si en tout point :
- o
A(M) = —grad f
- —
Exemple : F = — grad Ep pour une force conservative.

I.2. Opérateur divergence

On admet le théoréme d’Ostrogradski : soit /_f(M ) un champ vectoriel : il existe un unique
champ scalaire div A tel que, pour toute surface fermée . limitant le volume ¥ :

@zﬁ/fdg:fjfdivfde
57 v

Si on fait tendre le volume ¥ vers 0, on obtient pour un volume élémentaire dV :

d® = divAdV

I.3. Opérateur rotationnel

On admet.lg théoreme de Stokes : soit /_f(M ) un champ vectoriel : il existe un unique champ
vectoriel rot A tel que, pour toute surface . s’appuyant sur le contour fermé %, . étant orientée
par le sens de parcours choisi sur % :

_)
rot

C=q¢ AdOM = j A4S
54

Si on fait tendre la surface délimitée par le contour & vers 0, on obtient

— —

dC = tot A - dS

Définition :  Un champ vectoriel B(M) dérive du champ vectoriel A(M) si en tout point :

—

B(M) = rot A
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I.4. Champs vectoriels a flux conservatif

On a toujours

div (1ot A) = 0

div§:0<:>3fftelque§: rot A

B est alors a flux conservatif et dérive du potentiel vecteur A

I.5. Champs vectoriels a circulation conservative

On a toujours
_>
rot

(grad f) = 0

E)%Xz@(z)ﬂftelqueg:—gradf

A est alors a circulation conservative et dérive du potentiel scalaire f.

II. Expressions dans les différents systémes de coordonnées

II.1. Coordonnées cartésiennes (z,y, 2)

- base (2@, 7)
VA
— vecteur position : OM = T g+ yu_y> +zul M
. 12 . gy — — — ﬁz
— déplacement élémentaire : dOM = dx uz + dyuy +dzu;
i ol Xy y
On considére un champ scalaire f(z,y,z) et un champ
vectoriel A = Ay (z,y, 2)Uy + Ay(z,y, 2)Uy + Az (x,y, 2)U, X
&
. —, Of of of

e gradient : grad f = ——u, + ——u, + =—U

& grad f 8mw+6yy+8z'z

> A,  0A A,
o divergence : divA = 8@33 + 8yy + 88,2

- A A
o rotationnel : rot A = (aAZ - 8y> Uz + (85? - aajif) Uy + (%xy _ 85;:) i

Notation nabla :
On peut formellement écrire, en utilisant l'opérateur symbolique nabla (que 'on n’utilisera qu’en

coordonnées cartésiennes) :

= 0 a o

[\
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II.2. Coordonnées cylindriques (r,6, z)

.. ey
— vecteur position : OM = ?”?7; + zzTZ)

s
— déplacement élémentaire : dOM = dr 1772 + rdf 175 +dz 17,;
7 O
7]

On considére un champ scalaire f(r,6,z) et un champ
vectoriel A = A,.(r, 0, z)i, + Ag(r,0,2)ig + A, (r,0,2)u, P

e gradient : gradf = %" + = 1 g”g iy + a*fﬁz

| iy o LOUA) 104y 0A.
e divergence : divA = — ar ts 00 * 0z

r
. = [(10A, 04y 0A, O0A.\ .
e rotationnel : rot A = (T 0 82) Uy + < 52 or ) Ug +

I1.3. Coordonnées sphériques (r,6, )

1 0 (r Ag) B 0A\
r or 00 e

— base : (ﬂ,ﬁg,@)

.. —
— vecteur position : OM = 'Mﬁ C .

— déplacement élémentaire : i
z

dOTizdrlﬁ—i—T’dGlTé—i—rsinﬁdgp@

On considére un champ scalaire f(r,6,¢) et un champ
vectoriel A = A, (1,0, p)t, + Ag(r, 0, 0)tg + Au(r,0, @)ty C,

0 10 1 0
e gradient : gradf = ?fﬁr 4z (‘?T];_‘ rsjneaiﬁw

1 9(r?A,) 1 9(Agsind) 1 04,

o divergence : divA = 2 or + rsin 6 ol rsing dp

e rotationnel :
- 1 <8(A<psm9) 8A0)ﬁ < 1 8A7~_18(7’A¢)>ﬁ€+1 (8(7“/19) _GAT>1_%
r

rot A = rsinf 00 B Oy rsind dp r Or or 00
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III. Action des opérateurs gradient, divergence, rotationnel sur les

produits de champs

Produit de deux champs scalaires :

— — —
grad (f g) = feradg+ ggrad f
Produits d’'un champ scalaire et d’'un champ vectoriel :
div(f A) = fdivA+ 4 - grad f
— — — > — —
rot (f A) = frot A+ grad f A A
Produits de deux champs vectoriels :

B-rotA-4-rot B

div (4 A B)

IV. Les théorémes utiles

@Kd?:ﬂf div A dV
v

S

Théoréme d’Ostrogradski :

La surface fermée . étant orientée vers 'extérieur.

Remarque : on peut en déduire la formule du gradient :

ffa5 = ] s av
4 v

Cette formule permet de retrouver que la résultante des forces de pression uniforme sur une surface

fermée est nulle :
{f-r dﬁzﬂf—gﬂipo av=7_
S va

Théoréme de Stokes :

&éﬁ-d?zﬂﬁ%ﬁ-d?

L’orientation de la surface .# se déduit de l'orientation du circuit ¢ par la régle du tire bouchon (ou

de la main droite).
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