ATS Lycée Le Dantec

Résolution d’une équation différentielle du second ordre, linéaire, a
coefficients constants

Soit une équation différentielle du second ordre, linéaire, a coefficients constants, vérifiée par la fonction
x(t) :
ai +bi+cx=s (E)

avec (a,b,c) € R3, a # 0, et s second membre de I’équation fonction de ¢ (les deux cas au programme
sont s = cte et s = sy, cos(wt)). En général en physique, on met I’équation sous une forme telle que
a=1.

On lui associe ’équation homogéne, qui correspond & ’équation sans second membre.

aZ + bt +cxr =0 (E0)
Théoréme de Cauchy : la solution existe et est unique si on connait les conditions initiales 2(0) et ©(0).
La solution générale de ’équation (E) est la superposition
— d’une solution particuliére de (E)

— de la solution générale de ’équation homogéne (E0)

Solution particuliére de (E) :

e si s = cte = s alors (E) admet une solution particuliére constante z, = K qui vérifie

cK = sk
SK
zp(t) = e

e si s = s, cos(wt) alors la solution particuliére est également une fonction sinusoidale de méme
pulsation :
Tp(t) = xm cos(wt + ¢)

Solution générale de I'équation homogeéne (EO) :

On associe a (E0) I’équation caractéristique :

ar’ +br+c=0 (Tr)
qui est un trinéme en r.

Remarque : c’est I'équation qu’on obtiendrait en cherchant des solutions de la forme Ae™, (A, 7) € R2.
On pose A = b? — 4ac, le discriminant de (Tr).

b+ VA

e Si A >0, le trinome (Tr) admet deux racines réelles r1 et ro telles que 712 = 5
a

La solution générale de I’équation homogene (E0) est de la forme
zp(t) = Ae™' + Be™'  avec (A, B) € R?

b
e Si A =0, le trinéme (Tr) admet une racine double rg = ~%a
a

La solution générale de I’équation homogéne (EO) est de la forme

xp(t) = (At + B)e™!  avec (A, B) € R?
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e Si A <0, le trinéme (Tr) admet deux racines complexes conjuguées 7 et ry telles que

b VA

= —— 4
.2 2a ! 2a

=ptiw
La solution générale de I’équation homogene (E0) est de la forme

zp(t) = e’ (Acoswt + Bsinwt)  avec (A, B) € R?

La solution générale de (E) est donc de la forme :

Ae™t + Be! siA>0
z(t) = zp(t) + xp(t) = zp(t) + ¢ (At + B)e™? siA=0
eP'(Acoswt + Bsinwt) si A <0

On détermine ensuite les constantes A et B & ’aide des conditions initiales.

Quand a, b et ¢ sont de méme signe, on peut montrer que ;1 < 0, ro < 0, 1o < 0 et p < 0. On a alors

lim xp(t) =0

t—o00

lim z(t) = zp(t)

t—o00

La solution de (E) tend vers la solution particuliére. On dit qu’on a atteint le régime permanent

(ou régime établi).



