ATS Lycée Le Dantec

M7 - Ondes

La premiére image qui apparait quand on parle d’onde, est celle de la déformation de la surface de ’eau aprés
qu’on y a jeté un caillou. Etymologiquement, onde désigne les vagues (de méme en anglais avec le terme wave).
Ce sont bien sir les premiéres "ondes" connues. Puis progressivement, la collection s’est emrichie, avec les
ondes acoustiques, les ondes électromagnétiques... jusqu’auz "ondes de matiére"” puisque en mécanique quantique
on a montré expérimentalement que des électrons (et d’autres particules) pouvaient avoir un comportement
ondulatoire. Enfin en septembre 2015 furent détectées les premiéres ondes gravitationnelles produites par la
coalescence de deux trous noirs. Ces ondes étaient prédites par la théorie de la relativité d’Einstein. Aprés
vérification des données, la nouvelle a été révélée au public en février 2016.

Au programme d’ATS figurent les ondes sur une corde et les ondes €lectromagnétiques.

I. Quelques rappels sur les ondes

Les ondes permettent de véhiculer un signal physique.

I.1. Quelques exemples

e onde sur une corde

nature du signal : élongation de la corde

onde 1D ou monodimensionnelle : une seule direction de propagation.

onde transverse : la vibration (ici le déplacement de la corde) s’effectue perpendiculairement & la direction
de propagation.

e ondes & la surface de l'eau

nature du signal : écart de hauteur par rapport a la position de repos
onde 2D ou bidimensionnelle : la propagation s’effectue sur une surface
onde transverse

e ondes acoustiques : se propagent dans les fluides (gaz, liquide) et dans les solides (métal, béton).
nature du signal :

— Dans un fluide, 'onde acoustique se traduit par un écart en pression par rapport a la valeur de repos Py. La
pression de I’air s’écrit alors P = Py+p avec p I’écart en pression. Py ~ 10° Pa alors que p est de I'ordre 10~° Pa
a la limite du seuil d’audibilité, et de l'ordre de la dizaine de Pa au seuil de douleur. On a donc toujours donc
p < Py. Les variations de pression sont liées au déplacement des particules fluides.

— Dans un solide 'onde acoustique se traduit par des oscillations des atomes du réseau cristallin. On modélise
I'interaction entre deux atomes par une force élastique représentée par un ressort.

Fréquences audibles : entre 20 Hz et 20000 Hz

Vitesse de propagation : environ 340 m.s~! dans lair & la température ambiante, 1500 m.s~' dans ’eau, entre
5600 m.s~! et 5900 m.s~! dans I’acier.

onde 3D ou tridimensionnelle : la propagation peut s’effectuer dans un volume.

onde longitudinale : la vibration se produit dans une direction paralléle & la direction de propagation.
On peut visualiser la propagation d’une onde acoustique grace au lien :
https://www.youtube.com/watch?v=6dIqCQ-WA10

Le déplacement des "particules" fluides s’effectue dans la direction de propagation de ’onde : les ondes acous-
tiques sont bien des ondes longitudinales.

Remarque : pour des ondes de surface ou de volume, il se peut qu'une seule variable d’espace intervienne
quand l’onde se propage dans une direction donnée.
exemple 1 : onde de surface générée par une barre oscillante, les crétes forment des droites
paralléles entre elles et perpendiculaires & la direction propagation.
exemple 2 : onde acoustique dans un tuyau cylindrique.

e ondes sismiques :

Elles peuvent étre longitudinales (ondes P de méme nature que les ondes acoustiques) ou transverses (ondes S).
Les ondes transverses ne peuvent se propager que dans des solides : ainsi elles ne peuvent pas se propager dans
le noyau de fer liquide). Ce sont des ondes 3D. Les ondes P sont les plus rapides (~ 6 km.s~!) et arrivent donc
en premier avant les ondes S (~ 4 km.s~!) qui arrivent en second...

Il existe aussi des ondes sismiques 2D, ne se déplagant qu’en surface : les ondes de Love et les ondes de Raileigh.



https://www.youtube.com/watch?v=6dIqCQ-WA10

ATS Lycée Le Dantec

e ondes électromagnétiques :

nature du signal : champ électromagnétique (ﬁ, B)
Contrairement aux ondes décrites précédemment, les ondes électromagnétiques peuvent se propager dans le

vide.
Vitesse de propagation dans vide : ¢ = 299 792458 m.s~!. Propagation 3D, structure transverse (voir TP sur
la polarisation de la lumiére).

Les ondes électromagnétiques couvrent un trés large spectre de fréquence, dont la lumiére visible (A € [400 nm, 800 nm])
constitue une petite partie.
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e ondes gravitationnelles :

nature du signal : courbure de l'espace-temps (phénomeéne purement relativiste)

Elles ont une structure transverse et se propagent a la vitesse c.

Simulation numérique d’une onde gravitationnelle créée par I’effondrement gravitationnel
d’une étoile

Détecteurs : VIRGO (en Italie) LIGO (Etats-Unis). Premiére détection historique d’une onde gravitationnelle,
produite par la coalescence de deux trous noirs, en décembre 2015

voir le site :
https://lejournal.cnrs.fr/articles/ondes-gravitationnelles-et-trous-noirs-acte-2

II. Ondes progressives

II.1. Ondes progressives sur une corde

a) Observation

https://phyanim.sciences.univ-nantes.fr/Ondes/general/onde_transversale.php

b) Célérité d’une onde progressive

Une onde mécanique progressive correspond au déplacement sans déformation d’une perturbation d’un
milieu sans qu’il y ait transport de matiére. Elle permet par contre un transfert d’énergie d’un endroit
a un autre.

Une caractéristique essentielle d’une onde progressive est sa vitesse de propagation ¢ (pour célérité). Elle dé-
pend, pour un type d’onde donné, des caractéristiques du milieu de propagation.


https://lejournal.cnrs.fr/articles/ondes-gravitationnelles-et-trous-noirs-acte-2
https://phyanim.sciences.univ-nantes.fr/Ondes/general/onde_transversale.php
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I1.2. Expression mathématique d’une onde progressive
a) Analyse

On considére la propagation d’une onde 4 la vitesse c le long de ’axe Oz dans le sens des x croissants. On a deux
approches possibles : soit on suit le signal s au cours du temps (en prenant des "photographies" successives),
soit on place des capteurs en des points donnés et on y enregistre le signal temporel.

AS

....".....

t
y t \/

On constate que pour décrire correctement le signal, nous devrons utiliser deux variables x et ¢. On introduit
donc la fonction & deux variables
s(z,t)

s(xo,t) correspond & un enregistrement du signal en fonction du temps, en un point d’abscisse zg donné
s(xz,tp) correspond & une "photographie" du signal, & un instant ¢, donné.
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b) Expression en fonction du retard

Supposons connu le signal en . =0 : s(0,t) = f(¢).
On se place désormais au point M d’abscisse x > 0. Quel signal enregistrera-t-on en ce point ?

5(0,t) s(x, t)

A= /N

\ VAN

o) t

o8

Pour se propager de 0 vers M le signal va mettre un temps At tel que x = cAt. Ainsi At = x/c représente le
retard du signal requ en M par rapport & celui percu en O.

Remarque : cette notion de retard lié & la vitesse finie de propagation de l'onde peut étre illustrée lors de [’ob-
servation des astres : lorsqu’on dit qu’alpha du Centaure est située a 4 AL (Année Lumiére) de la Terre, cela
signifie qu’elle se situe a une distance parcourue en quatre années par la lumiére. Si cette étoile venait a exploser
nous ne pourrions en étre informés que quatre années plus tard. A ce titre, le soleil est situé o environ 8 min
lumaére de la Terre...

Le signal regu en M a 'instant ¢ est le méme que le signal émis en 0 a l'instant ¢ — At. L’expression de ce signal
sera donc

s(z,t) = s(0,t — At) :5(0715_%) Zf(t—%)

Toute onde progressive se propageant & la vitesse ¢ dans le sens des x croissants peut s’écrire sous la forme :

s(x,t)=f (t— E)

C

Inversement, pour une onde se propageant dans le sens des x décroissants, on obtient, en changeant ¢ en —c
une expression de la forme :

s(z,t) =g (t + %)

c) Autre point de vue : translation spatiale du signal

On considére un signal se propageant dans le sens des x croissants a la vitesse c.
On a représenté ci-dessous le signal & deux instants différents ¢ = 0 et ¢ > 0.

On suppose qu’a t = 0 le profil du signal est de la forme s(z,0) = f(z).

s(z,t=0) s(z,t)

ct /\

\_ VAN

[
O M .

Le signal qui se trouve en x a l'instant t se trouvait en  — ¢t a I'instant ¢ = 0. On peut donc écrire

s(z,t) =s(x—ct,0)= f(z —ct)
Toute onde progressive se propageant a la vitesse ¢ dans le sens des x croissants pourra donc s’écrire sous la
forme f(z — ct).

Inversement en changeant ¢ en —c¢, une onde progressive se propageant dans le sens des x décroissants s’écrira
sous la forme g(x + ct).

(voir feuille de calcul SageMath
https://nbviewer.org/url/ats.leboulch.bzh/SageM/0P1.ipynb )


https://nbviewer.org/url/ats.leboulch.bzh/SageM/OP1.ipynb
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Retenir :

~

Une onde progressive se propageant dans le sens des x croissants s’exprime sous deux formes équivalentes :

s(z,t)=f (t - %) ou s(z,t) = f(x —ct)

Une onde progressive se propageant dans le sens des x décroissants s’exprime sous deux formes équiva-

lentes :
x
sz, t) =g (t + 7) ou s(x,t) =gz +ct)
c
Exercice : s(x,1)
B
On enregistre le signal en g = —1 m : s(zp,t). On note
¢ = 2 m.s~! la vitesse de propagation de 'onde dans le
sens des z croissants.
1) Tracer s(z1,t) pour 7 = 1 m A ‘ C
2) Tracer s(x,tg) pour to =5 s o t,=1Is t=3s t
t =0s
A

Réponses :
1) Tracé de s(z1,t) :

Le signal arrivera en = x; avec un retard At = Az/c = (x1 —xo)/c= (1 —(-1))/2=1s.

2) Tracé de s(x,tg = 5s) :

A Vinstant tg : 24 =z + c(tg —ta)
zp =z + c(lo — tB)
xo =z + c(to — o)

Tracé de s(x1,1)

~1+42%x(5-0)=9m
—142x(5-1)=7m
—1+2x(5-3)=3m

i At=Ax/c=(x -x )/c=2/2=1 s

s(xl,t)

s(xo,t) B

Tracé de s(x,tg = 5s) :
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s(x, to)
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ITII. Ondes sur une corde

ITI.1. Modélisation

On considére une corde souple (c’est-a-dire pouvant étre déformée sans que l'on fournisse d’énergie), de lon-
gueur L, de masse m uniformément répartie sur toute la longueur. On peut définir pour cette corde une masse
linéique i correspondant a la masse par unité de longueur :

W= % unité SI : kg.m™*

On suppose que la corde est tendue avec une tension Tp. On néglige le poids de la corde devant la tension
appliquée. Prenons par exemple le cas d’une guitare classique : les cordes les plus grosses font au maximum
10 g, soit un poids de 10~ N pour une tension de I'ordre de 10 N.

Au repos la corde tendue est horizontale.

On s’intéresse aux petits mouvements transversaux de la corde dans un plan vertical. On note y(z,t) le dépla-
cement de la corde par rapport & sa position de repos pour ’abscisse x & I'instant ¢.

Y

a(x, t)

y(, )

@

T

On note «a(x,t) Pangle que fait la tangente a la corde avec 'horizontale, en x a 'instant ¢.

Les mouvements étant de faible amplitude, on supposera :
ly(z,t)] < L

a1

On fera tous les calculs a 'ordre 1 en «a. La pente de la tangente a la corde, en x & un instant ¢ s’exprime sous

la forme :
dy

a—(x,t) =tana(z,t) = a(z,t) alordre 1 en a.
x
On a également a l'ordre 1 en « :

sina =«

cosa =1

II1.2. Mise en équation

Y
On choisit comme systéme un élément de corde M M, ,
. . M
de longueur d/, compris entre les abscisses = et x + dz. Y, //_
d :
d¢ = - dx car & l'ordre 1 cosa = 1. 20
cos « dz
alordre 1 : d¢ = dx.
On en déduit la masse dm de ’élément de longueur :
dm = pdl = pdx a lordre 1 en a.
0 x r+dr T
On se place dans le référentiel terrestre supposé galiléen.
Bilan des forces :
e poids dmg = —dmgi, supposé négligeable devant les forces de tension.

e Tension exercée par la partie droite de la corde : Ty = T (z + da, t)iy

e Tension exercée par la partie gauche de la corde : fg =T(x,t)i,
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avec
- o R y . )
— g vecteur unitaire tangent & la corde en M’ et orienté vers la droite

— iy vecteur unitaire tangent & la corde en M et orienté vers la gauche.

Y

@)

On peut projeter ces forces sur la base (U, @) :

- T(x + da,t) cosa(x + dx, t) 7 —T'(x,t) cosa(z,t)
¢ T(x + dx,t) sina(x + dz, t)

On fait les calculs & 'ordre 1 en . On peut donc écrire pour o < 1 : {sma - (i
cos =
On en déduit les expressions approchées :
- T(z + da,t) o —T(x,t)
Ty T,
T(x + dz,t) a(x + dz, t) —T(z,t) a(z,t)
Par ailleurs le mouvement de la corde ayant lieu suivant la verticale :
i= LV i, sot @ o
a=—(x,t)u, soit a
ot2 v ﬂ(% £)
ot?

D’aprés le principe fondamental de la dynamique :
dma= fd + fg

e Sur i, :

0=—-T(x,t) + T(x + duz,t)

T(z,t) =T(x +dzx,t) =Ty
A tout instant, la tension est la méme en tout point de la corde.
o Sur i, en utilisant T'(z,t) = T(z + dz,t) =Tp :

82

udaﬁa—téj(x, t) = ~Tyalz,t) + Ty a(z + dz,t)

,udx@(x, t) = To (a(x + da, t) — a(z, t))

ot?
0%y O
,udxw(x,t) = T()%(Lt)dx
Or, a(z,t) = %(x,t).
0%y 0%y

) ZTO@@J)

que l'on écrire sous la forme :

02 02
St = g =0

Ox Ty Ot2
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T
d’oil en posant ¢? = —O, et en omettant de rappeler les variables (z,t) pour alléger I’écriture :
1

%y 10% _o
0x2 2 ot2
N s " Ty

Trouver, de deux maniéres différentes, les unité SI de ¢ = 4 | —.
I

On obtient une équation aux dérivées partielles (EDP), linéaire, appelée équation de d’Alembert unidimension-
nelle.

I11.3. Forme générale des solutions de I’équation d’onde
Veérifions que les ondes progressives rencontrées précédemment sont solutions de I’équation de d’Alembert.

Ondes progressives se propageant dans le sens des x 7 :
expression générale : f(x,t) = f(xz — ct) = f(u) avec u = x — ct.
of dfou df

O0r  dudr du

O*f  d*fou  d*f

022 du?dr  du?

of _dfou _  df
ot dudt cdu

Pf_ P0u_ a0 s
ot? du? Ot du? du?
ainsi :

20 _ 0 _&f
Ax2 9t du?
ofr 1ot
N

f(x — ct) est donc bien solution de I’équation d’onde.

On peut vérifier de méme que g(z + ct) est également solution de I’équation de d’Alembert (on change ¢ en —c
et comme (—c)? = 2, g(x + ct) vérifie bien la méme relation.

Ainsi, les solutions de ’équation d’onde unidimensionnelle peuvent s’écrire comme la superposition de deux
ondes progressives se propageant dans des directions opposées :

y(z,t) = f(z —ct) + g(z + ct)

Retenir :

7

L’équation de d’Alembert unidimensionnelle (ou équation d’onde) est une équation aux dérivées
partielles (EDP) de la forme :

Py 10% Q
022 2 ot2
ou y(x,t) correspond & un signal physique et ou ¢ est homogéne & une vitesse.

Cette équation est linéaire. Les solutions de ’équation d’onde unidimensionnelle peuvent s’écrire comme
la superposition de deux ondes progressives se propageant & la vitesse ¢ dans des directions opposées :

y(z,t) = f(z —ct) + g(z + ct)

10
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IV. Ondes progressive harmonique

IV.1. Expression générale

Pour une onde progressive harmonique (= sinusoidale) se propageant dans le sens des z croissants a la vitesse
c on écrira

y(z,t) = ym cos(k(xz — ct) + @)

avec k homogene a l'inverse d’une longueur (I'argument du cosinus devant étre sans dimension). On en déduit

y(x,t) = ym cos(kz — wt + @) avec w = ck

IV.2. Double périodicité
En zg donné le signal présente une période temporelle telle que
y(xo,t) = y(xo,t +T)
Ym cos(kxg — wt + @) = Yy, cos(kxg —w(t +T) + )
Ym cos(kxg — wt + @) = Yy cos(kxg — wt — wT + @)

La fonction cosinus étant périodique de période 27 on en déduit : wT = 27

T=—
w

A to donné, le signal présente une périodicité spatiale A, appelée longueur d’onde, telle que
y(@ + A to) = y(, to)
Ym cos(k(z + A) — wty + @) = Y cos(kx — wtg + @)
Ym cos(kx + kX — wtp + p) = ypm cos(kx — wig + @)

La fonction cosinus étant périodique de période 27 on en déduit : kX = 27

2
k= 771' k est appelé pulsation spatiale
2 2
A et T sont liés car w = ck. On en déduit % = c%
dou| A=cT =

| o

Retenir :

La longueur d’onde X est égale a la distance parcourue par ’onde pendant la durée T' d’une période.

A=cT = -
/

Pour le retrouver, il n’est pas nécessaire de faire de calcul. On peut le visualiser grace & des animations. Par
exemple :

http://ressources.univ-lemans.fr/AccesLibre/UM/Pedago/physique/02/meca/ondeprog.html

L’expression de y(x,t) peut ainsi s’écrire sous la forme :

11


http://ressources.univ-lemans.fr/AccesLibre/UM/Pedago/physique/02/meca/ondeprog.html
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Retenir :

Le signal
y(x,t) = ym cos(kr — wt + @)

correspond & l’expression générale d’une onde progressive harmonique, d’amplitude y,,, de période
T = 27", de longueur d’onde A = 27” se propageant a la vitesse ¢ = % dans le sens des x croissants.

Remarque : les expressions suivantes
y(x,t) = ym cos(wt — kx + ¢)  (on peut vérifier que ¢ = —p)
y(x,t) = ymsin(kxz — wt + 1)  (on peut vérifier que ¢ = ¢ + 7))

y(x,t) = ymsin(wt — kx + ¥)  (on peut vérifier que ¥ = —p 4 7)),

peuvent également étre utilisées pour décrire une onde progressive harmonique de mémes caractéristiques.

Les expressions précédentes sont transposables & des ondes progressives harmoniques se propageant dans le sens
des z décroissants. Ainsi :
y(x,t) = ym cos(kz + wt + ¢)

est I'expression d’une onde progressive harmonique se propageant dans le sens des x décroissants.

Ecrire une expression équivalente :

Pour s’entrainer :

Déterminer le sens de propagation, la longueur d’onde, la fréquence et la vitesse de propagation des ondes
harmoniques suivantes dont les expressions sont fournies ci-dessous en unités SI :

— y(z,t) = ymsin(3rx — 507t + %)
Expression de la forme y(z,t) = yp, sin(kz —wt + %)
Propagation dans le sens des x croissants.
I<::37r:277T )\:%m:0767m
w=50r=2r =2rf f=25Hz

_ w _ 50r _ 50 _ -1
c=f5=53r=%=1Tms
— y(z,t) = ypm cos(1007t + S — %’r)
Expression de la forme y(z,t) = y,, cos(wt + kx — %’T)

Propagation dans le sens des x décroissants.
2 _2
k =5m= ¢ )\—gm—0740m

w=100r = 2 =2rf f=50Hz

_ w _ 100w _ 50 __ —1
c=F=57=5 =20 m.s

IV.3. Notation complexe
On peut associer au signal y(z,t) = yu, cos(kxz — wt + ¢) la grandeur complexe :

Y=Ym el (hrmwite) — Yo /e avec Y, = Im e’? et Y= Re(g)

Remarque :

On peut aussi écrire y(z,t) = Y, cos(kx — wt + @) = Y, cos(wt — kax — ). On pourrait tout aussi bien poser :

Y =Ym el Wi—ke—p) v eI Wit=kz)  avec Y, =Ym e I¥

12
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V. Ondes stationnaires

On a considéré jusqu’a présent une propagation des ondes dans un milieu illimité. Lorsque les ondes atteignent
les frontiéres du domaines de propagation, elles donment naissances & des ondes réfléchies qui se superposent
auz ondes incidentes.

V.1. Quelques simulations

e réflexion d’une onde

https://nbviewer.org/url/ats.leboulch.bzh/SageM/reflexion_impulsion.ipynb
https://nbviewer.org/url/ats.leboulch.bzh/SageM/reflexion_totale.ipynb

Lorsque 'onde atteint une extrémité fixe de la corde elle donne naissance & une onde réfléchie. Dans ce cas la
réflexion se fait avec inversion du signal.

e superposition de deux signaux

https://nbviewer.org/url/ats.leboulch.bzh/SageM/0P2. ipynb

Sur cette premiére feuille de calcul, on superpose (i.e on additionne) deux signaux de profils inversés se propa-
geant dans deux directions opposées (on peut imaginer une déformation sur une corde). A un moment les deux
signaux s’annulent avant de se séparer a nouveau.

e superposition de deux ondes sinusoidales progressives, de méme amplitude et de méme pulsation, se propageant
dans des directions opposées.

https://nbviewer.org/url/ats.leboulch.bzh/SageM/0P3.ipynb

Sur cette seconde feuille de calcul, on superpose deux ondes progressives sinusoidales de méme amplitude et de
méme pulsation qui se propagent a la méme vitesse dans des directions opposées :

y1(x,t) = ym sin(kz — wt)
ya2(z,t) = ym sin(kz + wt + @)

On n’observe plus de propagation : on parle alors d’onde stationnaire.

Contrairement & une onde progressive sinusoidale, I’amplitude des oscillations dépend du point o1 on se
place : on constate alors que certains points restent toujours immobiles (on les appelle des noeuds de vibration),
alors que d’autres oscillent avec une amplitude maximale (on les appelle des ventres de vibration). L’écart
entre deux noeuds successifs (ou entre deux ventres successifs) correspond a une demi-longueur
d’onde des ondes progressives initiales.

L’écart entre un nceud et un ventre successifs correspond & un quart de longueur d’onde des
ondes progressives initiales.

V.2. Observation expérimentale : corde de Melde

La corde de Melde est une corde tendue fixée a ses deux extrémités (typiquement une corde de guitare).

Elle peut fonctionner

— en mode libre : on pince la corde et on la laisse ensuite vibrer. Compte tenu des frottements avec l'air, la
vibration s’atténue progressivement (exemple : corde de guitare, de piano...).

— en mode forcé : on entretient les oscillations en fournissant de I’énergie. Cela permet d’observer des oscillations
entretenues, les pertes énergétiques liées au frottement avec I'air étant compensées par 'apport d’énergie
due au vibreur (exemple : corde de violon, I’énergie étant fournie par le frottement de I’archet sur la corde).

Expérience

Le dispositif expérimental que 1'on va utiliser est constitué d’une corde tendue & ’aide d’une masse accrochée a
une de ses extrémités. De 'autre c6té un vibreur fait osciller de point d’attache avec une amplitude trés faible.
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N

vibreur

o
R R

m

On met en marche le vibreur et on observe... en général pas grand chose au départ. Cependant si on modifie
la fréquence du vibreur, on constate que pour certaines fréquences une onde stationnaire apparait : c’est le
phénomeéne de résonance.

L’amplitude des oscillations du vibreur étant trés faible devant 'amplitude de vibration maximale de la corde
a la résonance, on peut considérer que 'extrémité de la corde reliée au vibreur est fixe.

On peut visualiser 'expérience sur le site :

http://alain.lerille.free.fr/Medias/video/CordeMelde.mp4

ainsi que ’animation
https://phyanim.sciences.univ-nantes.fr/Ondes/ondes_stationnaires/melde.php

Pour la fréquence la plus basse, notée f;, on observe :

f=nh
/2
f=fe=2h i ‘
‘ " ‘
f=f3=3f i ‘
: " ‘

etc...

On constate que la corde n’entre en vibration que pour certaines fréquences dites fréquences propres ou
fréquences de résonance.

Ces fréquences sont des multiples de f; dite fréquence fondamentale.

Les différentes configurations associées sont appelées modes propres de vibration de la corde.
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V.3. Superposition de deux ondes progressives sinusoidales
L’équation d’onde (équation de d’Alembert) est une équation linéaire. La superposition de deux solutions de
cette équation est encore solution de 1’équation d’onde.

On superpose deux ondes progressives de méme pulsation, de méme amplitude, se propageant dans des direc-
tions opposées :

y1(z,t) = ym sin(kzr — wt + ¢1)
Yya(z, 1) = ym sin(kz + wt + ¢2)

y(.’f,t) = yl(xat) + y2($7t)
= Y, [sin(kx — wt + 1) + sin(kz + wt + 2)]

en utilisant la relation trigonométrique : sinp + sing¢ = 2sin pTﬂ cos P54 on obtient
_ : ©1 + P2 ©1— P2
y(x,t) = 2y, sin | kz + 5 | cos —wt + 5
. . P1+ P2 Y2 — Y1
=2y, sin | kx + s cos | wt + s
En posant % =, % = et 2y, = yo, on obtient

y(x,t) = yo sin(kz + @) cos(wt + 1)

Lorsqu’on observe le résultat, on constate que la fonction y(x,t) obtenue s’exprime comme un produit d’une
fonction de x par une fonction de ¢ (en l'occurrence ici des fonctions sinusoidales).

De maniére générale quand une fonction s’exprime sous la forme y(x,t) = f(x)g(t), on dit que c’est une
fonction a variables séparées. Ce n’est plus une expression de la forme y(z,t) = f(x £+ ct).

On n’observe plus de propagation. Cela correspond & une onde stationnaire.

Retenir :

La superposition de deux ondes progressives sinusoidales de méme amplitude et de méme pulsation se
propageant dans des directions opposées génére une onde stationnaire qui peut s’exprimer sous la
forme :

y(x,t) = yo sin(kz + @) cos(wt + ¢) avec w = ck

Remarque : Les expressions suivantes sont équivalentes :

y(x,t) = yo sin(kz + ¢) sin(wt + )
y(z,t) = yo cos(kx + ¢) cos(wt + 1)
y(x,t) = yo cos(kx + ¢) sin(wt + ¥)

avec p = p — T et U =1 + 7.

V.4. Conditions aux limites et modes propres

On considére une corde de Melde de longueur L, fixée a ses deux extrémités. on cherche & déterminer une
solution sous forme stationnaire vérifiant les conditions aux limites.

y(x,t) = yo sin(kz + ¢) cos(wt + ¢) avec w = ck

doit vérifier les conditions aux limites spatiales suivantes :

aux points de fixations (x = 0 et x = L) la vibration est nulle, la fonction y(z,t) doit donc vérifier :

15



ATS Lycée Le Dantec

e on exprime (CL1) :

Yt y(0,t) = yo sin(p) cos(wt + 1) =0 .
3t tel que cos(wt + 1) # 0 et yo # 0. D’ou, I'égalité devant étre vérifiée V¢ : sin(p) =0
On en déduit ¢ =0 ou 7.

On choisit ¢ = 0 (choisir 7 reviendrait & changer yo en —yp).
e on exprime (CL2) :
Vt y(L,t) = yosin(kL + 0) cos(wt + 1) = yo sin(kL) cos(wt + ¢) =0
3t tel que cos(wt + 1) # 0 et yo # 0. D’ou, Pégalité devant étre vérifice V¢ : sin(kL) =0

. m *
On en déduit kL = nm avec n € N* d’ou | k = nz =k, neN
. . - . A
ce qui permet d’établir la condition vérifiée par L : k,, = i—: =nT |L=n n
. , . . 2L c .
ainsi que les fréquences et pulsations associées : \,, = — = — d’ou
n n
c
= N— =N
fn 29, fl
mC
wp =27 [, = nf = nwy

avec f; = % fréquence du mode fondamental.

On aura donc, pour le mode n donné :

) T e .
Yn(2,t) = Yon sin (nzx) coS (nft + <pn> avecn € N

qui correspond & la forme mathématique du mode n.

On retrouve bien les modes observés précédemment. On a représenté ci-dessous le profil de la corde a différents
instants pour différents modes :

f=h 5 i v Yo, sin (Z2)cos(ZEt + 1)

A1 /2

xz N 2rx Ux
f=fa=2/ > Yo, sin (275 ) cos(ZEEt + 1)

a2
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f=rf3=3h i . Yo, sin (272) cos( 374t + 1)

As/2

L’amplitude de vibration dépend du point ol on se trouve : elle est maximale au niveau d’un ventre de
vibration et nulle au niveau d’'un noeud de vibration.

L’amplitude &/ (z) de la vibration en z donné vaut </ (z) = |yo, sin (nZz) |.

noeuds :

i T
sana:—O § § \

T — : o , %
lex—pﬂ' : [ : 7

L
x:pgavecogpgn
A

A
:c:p?n carL:néL.

ventres :
sinnfr==+1
nir =735 +pw
L L : : :
r=—+p—aveclO0<p<n—1 : : X
2n n : : E
A A A : : ‘
xzzn+p?ncarL:n?". 5 5 5

Remarques : La limitation spatiale de ’onde entraine une quantification des fréquences : seul un nombre discret
de fréquences peuvent exister.
Les valeurs des fréquences propres dépendent directement des conditions aux limites imposées a la
corde (voir également V.7).

V.5. Détermination rapide de la fréquence de modes propres
On admet que

— deux nceuds successifs sont distants d’une demi-longueur d’onde
— un neeud et un ventre successifs sont distants d’'un quart de longueur d’onde.
Reprenons I'exemple de la corde de Melde fixée a ses deux extrémités : ces deux derniéres doivent donc coincider

avec des nceuds de vibration. Or deux nceuds de vibration sont au moins distants d’une demi-longueur d’onde.
L doit donc vérifier la condition, pour un mode donné :

L:n?n avec n € N*

. . . c
on peut alors en déduire les fréquences possibles, puisque \,, = ¢T,, = — :
n

c
L=n—
2fn

On aura donc vibration pour les fréquences f vérifiant :

fn:ni =nf, avecn € N*

avec f; = i fréquence du mode fondamental.

17



ATS Lycée Le Dantec

V.6. Décomposition en modes propres

Quand on pince une corde, on a peu de chance d’exciter un unique mode. En réalité la vibration de la corde
résulte de la superposition des différents modes. On peut, sous certaines conditions, éviter d’exciter certains
modes suivant I’endroit ot on pince la corde.

Le signal s’exprimera donc de maniére générale sous la forme

iy e
b = nl®,t) = n Sl ( ) ( t ")
y(z,t) nE:1y (x,t) = E Yonsin (nra ) cos (n— + 1)

n=1

Les valeurs des amplitudes yq,, et des phases initiales ¢,, peuvent se déduire des conditions initiales en position
et en vitesse de la corde, grace a I’analyse de Fourier. '

Les différentes valeurs des yg,, indiquent comment se répartissent les différentes harmoniques dans le spectre.
L’importance relative des différentes harmoniques est liée au timbre.

Le spectre est en fait plus complexe : il dépend du temps.

V.7. Analogie avec des ondes acoustique stationnaires

Pour obtenir des ondes acoustiques 1D on peut utiliser un tuyau. Ce dernier étant de longueur L finie, les ondes
acoustiques devront s’établir en milieu limité.

La plupart des instruments & vent sont constitués d’'un tuyau cylindrique avec des extrémités ouvertes ou
fermées.

Lorsque 'extrémité du tuyau est ouverte, la pression imposée est la pression atmosphérique Py, la surpression
sera donc nulle.
Par contre la vitesse de déplacement des "particules fluides" a une amplitude maximale.

L’extrémité d’un tuyau ouvert correspond a& un nceud de surpression.

Lorsque l'extrémité du tuyau est fermée, le mouvement des particules fluides est nul (on a donc un neeud en pour
la vitesse de déplacement des particules fluides) et on admettra que ’amplitude de la surpression est maximale.

L’extrémité d’un tuyau fermé correspond a un ventre de surpression.

Application :

Un instrument de musique se modélise par une cavité de longueur
£, fermée a une extrémité et ouverte a 'autre. La vitesse du son
dans Dair est ¢ = 340 m.s™ 1.

1) Quelle doit étre la longueur du tuyau pour que la plus faible
fréquence d’une onde stationnaire soit f; = 440 Hz (Lad4).

2) Quelle fréquence fo immédiatement supérieure peut exister ?
3) Donner l'expression générale de toutes les fréquences possibles

des ondes stationnaires pouvant s’établir dans cet instrument.

L’extrémité fermée correspond & un ventre de pression, I'extrémité

ouverte & un nceud. On a, pour le mode fondamental :
Al C
= —= — = ]_
1 i 9,3 cm

N

avec f1 = i

1. a titre indicatif on pourra consulter la feuille de calcul sage :
https://nbviewer.org/url/ats.leboulch.bzh/SageM/Spectre_d_une_corde_de_Melde.ipynb
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A
_ 4
A A 3\ 3 = —
Pour le deuxiéme mode : ¢ = ZQ + 72 = 72 = é ________________________
3c
on on déduit fo = 4—; =3f1.
Le deuxiéme mode correspond & I’harmonique de rang 3. B £

De maniére générale, on écrira pour la fréquence f,, du mode n :

A A An c N
gfiq-(n—l)?f@n 1)I7(2n 1)4f avecn € N

d'ont f, = (2n — 1)% =(2n—1)f; avec n € N*
ainsi fo = 3f1, f3 = 5f1 etc...

Les fréquences propres correspondent seulement aux fréquences multiples impaires de la fréquence fondamentale
f1 : le spectre du son produit par ce tuyau ne comportera donc pas d’harmoniques paires.

On peut vérifier facilement qu'un tuyau ouvert a ses deux extrémités est I’équivalent acoustique de la corde de
Melde (L = n2z) : les fréquences possibles seront donc de la forme f, = nZ¢ = nf;.

Idem pour un tuyau fermé  ses deux extrémités (L = nz).

XS [PXIOXX

De maniére générale on pourra rechercher ’expression de la surpression p = P — P, sous la forme

p(z,t) = yosin(kz + @) cos(wt + ) avec k = @
c

Les conditions aux limites spatiales permettent de retrouver les fréquences propres ainsi que l’expression de ).

Ondes

Onde mécanique transversale Etablir I’équation de propagation dans le cas des ondes transversales
d’une corde.

Reconnaitre le caractére progressif ou stationnaire d’une onde.
Utiliser les conditions aux limites et identifier les modes propres d’une
onde stationnaire.
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VI. Complément : autres exemples d’ondes stationnaires

1D : cavité laser

Vous avez vu en terminale qu’une cavité laser est constituée de deux miroirs (dont un semi-réfléchissant laissant
passer une petite partie de la lumiére produite) distants d’une longueur L = n%

2D : Onde de marée forcée par la Lune.

Point amphidromiques : point ott 'amplitude de marée est toujours nulle.

& Amfdromischa punten

Systéme amphidromique du terme M2 (composante principale lunaire semi-diurne de la marée) en mer du Nord.
Les lignes bleu clair illustrent des endroits de méme phase de marée ; les points amphidromiques sont indiqués
par 1, 2 et 3.

e 130'E 183° g Froghly o

R Roy
e R T T S id

o o 20 3 0 N & W 0 0 10 I 120 130 oo

Carte des océans illustrant 'amplitude du terme M2 de la marée. Les lignes blanches sont des lignes cotidales
(égale phase de marée) qui différent d’une heure I'une de l'autre. Les points amphidromiques sont situés a la
jonction de plusieurs lignes cotidales.
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Vibration d’une timbale : lorsqu’on force la vibration de la surface, il apparait pour des fréquences données,
des lignes nodales (ou la vibration est nulle).
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3D : modes propres des ondes sismiques solaires :

Les ondes acoustiques solaires sont aussi dénommeées ondes P. Elles sont de fréquences beaucoup plus basses
que les fréquences acoustiques audibles (fréquences centrées autour de 3 mHz, période de 5 min). Ce sont les
mouvements convectifs de surface qui générent des ondes. Le mouvement de vibration de I’étoile est alors une
superposition de modes propres 3D. Leur analyse nous renseigne sur la structure interne du soleil.

Remarque : ce sont ces oscillations de la photosphére que 1’on détecte.

I=6m=0 [=6m=3 l=6m=86

Modes d'escillations d'une étoile comme le Soleil.

Le Soleil oscillant.

pour plus d’information, on pourra consulter le site :
http://irfu.cea.fr/Sap/Phocea/Vie_des_labos/Ast/ast_visu.php?id_ast=994

Ondes stationnaires dans un four micro-ondes.

J.-M. Courty/UPMC

;

A gauche, cliché a la caméra infra-rouge pour détecter les zones de chauffage maximum. A droite, onde station-
naire dans une cavité parallélépipédique (coupe longitudinale).

pour plus d’information consulter 'article "Vitesse de la lumiére et four micro-ondes” de Jean-Michel COURTY
et Edouard KIERLIK, paru dans le magazine Pour la science, Juin 2011.
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