ATS Lycée Le Dantec

EM 4b Champ magnétostatique créé par des distributions

On souhaite calculer le champ magnétique créé par des distributions de courant indépendantes du temps.

I. Equations de Maxwell de la magnétostatique

I.1. Equation de Maxwell-Ampére

On a vu que, contrairement au champ électrostatique, les lignes de champ magnétiques se refermaient sur elles-
mém(ﬁ) Dans le cas du fil infini, elles entourent le fil parcouru par un courant. On peut en déduire, que dans ce
cas, rot B # 0.

L’équation de Maxwell-Ampére compléte est :

— = OF
t B = 7 —
ro Mo(j-f—foat)

En régime stationnaire cette équation devient :

Equation de Maxwell-Ampére de la statique :
ot B = po]

avec 1o la perméabilité magnétique du vide : po = 47.1077 H.m ™1,

Conséquence :
D’aprés le théoréme de Stokes :

égdz: [ vt B.ag

b

ol X est une surface s’appuyant sur le contour C et dont l’orientation se déduit de celle du contour C par la
régle de la main droite. Or rot B = g7, d’ou :

= MOIenlacé
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Théoréme d’Ampére : la circulation du champ magnétostatique le long d’un contour C, fermé, orienté,
est égale & la somme algébrique des courants enlacés par ce contour multipliée par pg :

% édZ: tolentace
@

le sens d’orientation du courant se déduit du sens d’orientation du circuit par la régle de la main droite.

/ Exemple :
1"
o\ il / - o
7 (%i*i {7 B.dl =
{ S ¢
K p o
&

I.2. Equation de Maxwell-flux (ou Maxwell-Thomson)

Equation de Maxwell relative au flux de B:

divB =0

Conséquences :

B est a flux conservatif. L’intensité du champ magnétique augmente si les lignes de champ se rapprochent.
Dans le vide, si les lignes de champ restent paralléles, le champ magnétique est uniforme.

Les lignes de champ magnétique ne peuvent converger ou diverger d’un point.

I.3. Meéthode générale pour calculer un champ magnétique

Le théoréme d’Ampére permet de calculer facilement des champs magnétiques créés par des distributions & haut
degré de symétrie.

~

Choisir les coordonnées adaptées a la géométrie du probléme

Etudier les invariances par translation ou par rotation pour éliminer des variables

Etudier les symétries et les antisymétries de la distribution de courant pour éliminer des composantes
du champ B.

e Choisir un circuit C adapté pour calculer la circulation du champ B. En général, le contour suit des
lignes de champ (B//d¥¢), mais il présente parfois des parties orthogonales au champ (B.d¢ = 0)
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II. Champ magnétique créé par des distributions & géométrie cylin-
drique

II.1. Fil infini

VA

On considére un fil infini, confondu avec ’axe Oz, parcouru par un courant d’intensité I.

— Choix des coordonnées : cylindriques.

B = B(r,0,2) = B,(r,0,2)i, + Bo(r,0, 2)ilg + B.(r,0, )i

— La distribution de courant D est invariante par translation quelconque parallélement
I 3 a il

— La distribution de courant D est invariante par rotation quelconque autour de Oz.

B = B(r) = B,(r)il, 4+ By(r)iy + B.(r)i.

D

— Tout plan contenant Oz est plan de symétrie pour les

courants.
Soit M un point quelconque. Soit Iy, = (M, d,, i)
le plan passant par M et contenant 'axe Oz. Clest un "}~ ﬁz .
plan dg symétrie pour les courants donc d’antisymétrie | T B (M )
pour B. R K S g
BM) LTy T
o = L : ? M
On en déduit que B(M) est colinéaire & iy : il est dit . Up
orthoradial. LT
B(M) = B(r)ig D

Les lignes de champ magnétique sont des cercles d’axe Oz.
On applique le théoréme d’Ampére pour calculer E(T)
Choix du circuit C : on calcule la circulation du champ magnétique sur un cercle de rayon r, d’axe Oz orienté

dans le sens de wy. L’orientation de la surface s’en déduit par la régle de la main droite : la surface est donc
orientée dans le sens de +1,.
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avec

}ég.dZ: éB(r)ﬁg.rdﬂﬂ'g = yg B(r)rdd = B(r)r% df = B(r)2nr

c

B(r)2mr = pol

pol
B(r) = £~
h (r) 27r
=5 tol
B(r) = o8
(r) 27T7‘u6

Le champ magnétique B nest pas défini sur le fil (r = 0). De maniére générale le champ magnétique n’est pas
défini au niveau d’une distribution linéique de courant.
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I1.2. Coaxial

Un cable coaxial est constitué par un conducteur cylindrique plein de rayon R; entouré par un conducteur
externe occupant le volume compris entre les cylindres de rayons Ry et R3. Les trois cylindres sont coaxiaux.
Un courant I circule dans le conducteur intérieur et revient en sens inverse dans le conducteur extérieur. On
suppose que la répartition volumique de courant est uniforme dans chacune des sections du conducteur. On
note Jint = jintU, la densité volumique de courant dans le conducteur intérieur et J.,; = —jestU, la densité
volumique de courant dans le conducteur extérieur.

Z

/ — Choix des coordonnées : cylindriques
\—/ E - B’(r’ 0’ Z)
— La distribution vérifie les mémes invariances par translation suivant w, et par

rotation autour de Oz et les mémes symétries par rapport a tout plan contenant
I’axe Oz que le fil infini. On en déduit de méme

B = B(r)iiy

Les lignes de champ magnétique sont des cercles d’axe Oz.

N

On choisit donc le méme circuit pour appliquer le théoréme d’Ampére : C cercle de rayon r, d’axe Oz orienté
dans le sens de uy. L’orientation de la surface orientée dans le sens de +1,. L’expression de la circulation est
inchangée

¢ B.dl = B(r)2nr

Je

Par contre, 'intensité des courants enlacés varie suivant les valeurs de 7.

Calcul des densités volumiques de courant :

I
I= jin RQd’ 0 Jint =
JintT 117 A°OU Jint wa
I = je:rtﬂ—(Rg - R%) d70f1 jezt = #
m(R3 — R3)

Calcul du champ B(r) :

e On peut commencer par le cas le plus simple : calculer le champ a I'extérieur du solénoide.

r>Rs: Br)2mr=pu(I—-1)=0
B(r)=0

Puis, par ordre de difficulté croissante :

e Ry <r < Re:B(r)2mr =gl
_ Mol

B(r) 2mr

o r < Ry : B(r)2mr = pojingmr?

,U'Ojintr PJOIT
B == =
) 2 27 R?

e Ry <7 < R3:B(r)2mr = po(I — jexem(r? — R2))
r? — R32

QTI'TB(T) = /JJOI (1 — _R%—_R%)

,U,()I R% — 7"2
B(r)=H~ (2371
(r) 2mr (R% — R%
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Remarque :

N - — jint - jintﬁz
Pour r < Ry B(r) = 20t gz, = KOF AOM  avec
2 2 OM = rit, + 2.

Le champ magnétique B est défini en tout point. De maniére générale le champ magnétique créé par une
distribution volumique de courant est défini et continu en tout point .
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I1.3. Champ magnétique créé par un tore

On considére une bobine en forme de tore (pour visualiser sa forme, penser & une bouée ou & un donut). Le
bobinage comporte IV spires circulaires jointives de rayon a parcourues par un courant d’intensité I.

-

— Choix des coordonnées : cylindriques
B = B(r,0,z)
— La distribution de courant D est invariante par rotation quelconque autour de i, :

B = B(r,z) = B,(r, 2)i, + By(r, z)tig + B.(r, 2)u.

— Tout plan contenant Oz est plan de symétrie.
Soit M un point quelconque. Soit Iy, = (M, 4, 4. ) le plan passant par M et contenant 'axe Oz. C’est un
plan de symétrie pour les courants donc d’antisymétrie pour B.

B(M) L1y,

On en déduit que B(M) est colinéaire & .

Les lignes de champ magnétique sont des cercles d’axe Oz.

On applique le théoréme d’Ampére.

Choix du circuit C : on calcule la circulation du champ magnétique sur un cercle de rayon r, d’axe Oz orienté
dans le sens de @y. La surface est donc orientée dans le sens de +1i,.

/I\z

\
Courbe d’ Ampére pour un point M Courbe d’ Ampére pour un point M
a I’extérieur du tore a I'intérieur du tore

4 exemples

Premier cas : le cercle est a 'intérieur du tore
2mrB(r, z) = poNT

NI
B(r,z) = Hotts
2mr
s polNI
int — 271'7’
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Deuxiéme cas : le cercle est & Uextérieur du tore
2rrB(r,z) =0
B(r,z) =0

—

Bext =

=1
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III. Champ magnétique créé par une nappe de courant

III.1. Densité surfacique de courant

Lorsqu’une distribution de courant posséde une épaisseur faible devant ses autres dimensions (longueur, largeur)
on la modélise par une distribution surfacique de courant J;.

T Js
e
— 1o =
| / / /
e —0
Je<Js poure—0
L’intensité du courant traversant une ligne de longueur d¢ et
de normale orientée 7 vaut
g Js.dlni
_dty )
L\ L’intensité traversant une ligne £ s’en déduit par intégration :
o' 7_7:
1= / Js.deit
c
Dimensionnellement : [||7]]] = A.m™!
Exemples :
— A =
Js T Js | On confidérg une distributior.l surfacique de courant plane uni-
: forme 7, = jstu,. Exprimer 'intensité du courant traversant la
2 R ligne AB de longueur /.
—
Js P T I =
‘B
Uy
z

On considére une distribution surfacique de courant uniforme
Js = JjsU., circulant sur une surface cylindrique, de rayon R.
Exprimer l'intensité du courant traversant le cercle indiqué sur
le schéma.

I =
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II1.2. Nappe de courant plane infinie

On considére une distribution surfacique de courant,
plane, infinie, située dans le plan z = 0 et caractérisée
par la densité surfacique de courant

Js = Jsly

X

— Choix des coordonnées : cartésiennes
B = B(x,y,z)

— La distribution de courant D est invariante par translation quelconque parallélement & i, et , :
B = B,(2)ii, + By(2)iy + B.(2)i.

— Tout plan paralléle au plan xOz est plan de symétrie pour les courants.

Soit M un point quelconque. Soit (M, i, @) le plan passant par M et paralléle au plan xOz. C’est un plan
de symétrie pour les courants donc d’antisymeétrie pour B.

B(M) L (M, ,,.)

On en déduit que B(M) est colinéaire a Uy.

B(—z) = —B(2)

B(—=z)i, = —B(2),

Les lignes de champ magnétiques sont des droites paralléles & ’axe Oy.

10
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Choix du circuit C : circuit rectangulaire ABC D A placé dans un plan vertical et compris entre —z et z, avec
z > 0. D’apreés la régle de la main droite, orientation de la normale a la surface délimitée par C est suivant 41,

%E.dZ: Lol
C

yéB.dﬁz/ d€+/ Bdﬂ—i—/ B dE—i—/ Bod€

/@+B ?

——B(z) :*E

avec

d’ou

Pour 2 >0 —2B(2)¢ = upjsl

Js
B(z) = *Moi
5 Js -
B = 7,“055“?; = %]5 N Uy
La fonction B(z) étant impaire on en déduit :
Pour z <0 B = Mo%ﬁy = —%j} AUy

Le champ magnétique n’est pas défini sur la distribution. On observe une discontinuité du champ magnétique
a la traversée de la surface chargée.

B(0+) — B(0-) = poJs A .

Bilan :
:>0 B= MO’;ﬁy %js/\ﬁz
JS—' Ho - o
<0 B= N
? Hogty = 75 ds AU

11
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IV. Champ magnétique créé par un solénoide infini

On considére un solénoide constitué de N spires
circulaires enroulées autour d’un cylindre de rayon R et

I z de longueur L, parcourues par un courant d’intensité
‘ 1. On définit n = % le nombre de spires par unité de
longueur.

On considére L > R et on assimile le solénoide & un
solénoide infini.

L

> Choix des coordonnées : cylindriques
B= E(r, 0,z) = B,(r,0,2)t, + By(r,0, z)tip + B.(r,0, 2)U.

> La distribution de courant est invariante par translation quelconque parallélement & ..
> La distribution de courant est invariante par rotation quelconque autour de Oz.
On en déduit :
B = B(r) = B,(r)d, + By(r)tg + B.(r)u,

> Tout plan perpendiculaire & Oz est plan de symétrie pour la distribution de courant et donc d’antisymétrie
pour B.
Soit M un point quelconque. Soit (M, ., ip) le plan passant par M et perpendiculaire & I'axe Oz.

—

B(M) L (M, @, i)

On en déduit que B(M) est colinéaire a ..

—

B(M) = B(r)i.

Les lignes de champ sont des droites paralléles a ’axe Oz.

On admet que le champ magnétique est nul i I’extérieur du solénoide (pour » > R) :

?ext — 6

En effet, on peut considérer que le solénoide est un tore de rayon R infini. On a établi précédemment que le
champ magnétique était nul & l'extérieur d’un tore.

On applique le théoréme d’Ampére sur le circuit fermé orienté C = ABC DA contenu dans un plan contenant
I’axe Oz et passant par M. On oriente sa normale par la régle de la main droite.

D ) C
©+
(IO
TTA "M B
| | z
!, R
Yy 7
l
CRIIEIRIIIEIRIIIIHIRIIISIRIIISIRRID)

B C D

B c D A
3 . _': T 7 3 . 7 pext . v 5] . _’:
féB de¢ / B(r)i, d€+/ Bod€+/ b - df—i—/ B -dl = pontl

yé B.dl = B(r)i. AB = ponll
C

B(r)t = pontl
B(r) = ponl

12
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L’expression obtenue est indépendante de 7. A I'intérieur du solénoide, il régne un champ magnétique uniforme
Bint tel que :

Blnt — Monlﬁz

Discontinuité du champ magnétique en r = R

B(RT) — B(R™) = B — Bint = § — pgnlii, = —ponlii,
Le solénoide est équivalent & une nappe surfacique de courant 75 = jiy telle que
nll = jl

nl = js
Ainsi B(Rt) - B(R™) = —

- Mojsﬁr

Bilan :

13
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V. Relation de passage du champ magnétostatique

Il y a continuité du champ magnétique lorsque la distribution de courant est volumique (voir champ magnétique

créé par un coaxial).

Une densité surfacique de courant est une modélisation d’une distribution volumique de courant d’épaisseur
nulle. Ce passage a la limite entraine une discontinuité du champ magnétique au niveau de la nappe de courant.
La relation trouvée pour une nappe surfacique plane est généralisable & toute nappe de courant.

M de la surface.

\.

Soit B le champ magnétique en un point M; infiniment
proche du point M de la surface, coté 1, et By le champ
magnétique en un point Ms infiniment proche de M mais

du coté 2. On a 7
M, 1—=2
= = Lo (2) .
By — By = p10Js A 12 ik
(1) . nappe de courant
avec Js la densité surfacique de courant au niveau du point M

Conséquence :

— la composante normale de B est continue

— seule la composante tangentielle de B est discontinue

On vérifie cette relation dans le cas du solénoide :

Magnétostatique du vide

Equation de Maxwell-Ampére de la
statique, théoréme d’Ampeére et équa-
tion de Maxwell relative au flux du
champ magnétique

Enoncer le théoréeme d’Ampeére et le relier & I’équation de Mawxell-
Ampeére de la statique.

Enoncer I’équation de Maxwell relative au flux du champ magnétique.
Utiliser le théoréme d’Ampére pour déterminer le champ magnétosta-
tique créé par une distribution présentant un haut degré de symétrie
(fil infini, cable coaxial, nappe de courant supposée « infinie », tore,
solénoide « infini » en admettant que le champ magnétique est nul a
Pextérieur).

Enoncer les relations de passage du champ magnétostatique.

14
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