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EL2 - Circuits linéaires en régime transitoire
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Grace aux "supercondensateurs" la recharge d’un bus ne prend
que quelques minutes.

Pour en savoir plus sur les "supercondensateurs” :

Jean-Michel COURTY et Edouard KIERLIK, Charges en stock, Pour la science n°439 - Mai 2014 - p86-88
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I. Charge et décharge d’un condensateur dans un circuit RC série

I.1. Charge d’un condensateur
a) Analyse

On considére un circuit RC série relié a une source de tension idéale de f.é.m. FE.

A t = 0 on ferme l'interrupteur, le condensateur n’étant pas chargé.

ETC) ——|uc=0 ETC) —— |uc

t<0 t>0

Analyser I’évolution de la tension u. aux bornes du condensateur.

b) Mise en équation
D’aprés la loi des mailles :
EF—ur—uc=0

E=ur+uc

du
Or up = Ri avec i =C d—tc ( R et C sont en convention récepteur). D’ou

FE = RCuc + uc

que l'on écrit sous la forme :

1

T
Ut ko' = ke

On obtient une équation différentielle du premier ordre linéaire a coefficient constant, qu’on exprime
sous forme canonique :

1 1
uc + —uc =—F avec 7 =RC (E)
T T
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1.2. Reésolution

On obtient une équation différentielle du premier ordre linéaire & coeflicient constant, & second membre
constant.
On lui associe I’équation sans second membre (équation homogeéne) :

1
uc + —uc =0 (EO)
T
La solution générale de (E|) est la superposition

— d’une solution particuliére de ’équation avec second membre . Le second membre étant
constant on cherche une solution particuliére constante i, = K telle que

1 E
0+-K==
T T

K=F
ainsi ug, = F
— de la solution générale de 1’équation homogéne (EO)

. 1
U = ——ug
T

uc, (t) = Xe™ 7
ainsi :
uc(t) =up +uc, (t) = E+ Ae™ 7

La constante A se détermine a 1’aide de la condition initiale.

La tension aux bornes du condensateur étant continue :
w(07) = u(0h) = u(0).

On en déduit u(0) = E+A=0 douA=—-F.

uc(t)=F (1 - e_é) avec T = RC

uc(t)
Régime transitoire Régime permanent
E
0,95E ------- e oo ‘ ;
0,63E |---- - | |
| | | t
0 T 37 T
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Quelques calculs utiles :

uc(t) = E(1 —e™ 1) =0,63E

uc(27) = E(1 —e™2) = 0,86F
uc(37) = E(1 —e3) =0,95EF

On peut calculer le temps a partir duquel I'écart relatif entre uc et la valeur asymptotique E est
inférieur 4 1 % :

E —uc(t)

<1072
E
e r <1072
t>27In10
t>4,6T1
[ Pour ¢ > 57 on pourra considérer le régime permanent atteint. ]
Tangente a ’origine
du 1 E
Calculons la dérivée —< = —F (——) er = e 7
dt T T
. . duc
La pente de la tangente a la courbe a l'origine vaut donc | —— = —
dt (t=0) T
La tangente a l'origine a pour équation y = %t.
Elle coupe 'asymptote y = E pour t = 7.
[ La tangente a l'origine (en ¢ = 0) coupe I'asymptote pour ¢ = 7.
Réponse en intensité :
dug CE _: E _:
t=C——=—e 7=—e = carT=RC
dt T R

0,37E/R

@)

L’intensité est discontinue a t = 0.
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At=0", E=Ri(0") +uc(0") = Ri(0T) car uc(0") = uc(07) = 0 par continuité de la tension aux
E
bornes d'un condensateur. Do i(07) = =

Quand le régime permanent stationnaire est atteint, le condensateur se comporte comme un interrup-
teur ouvert : 'intensité s’annule.

I.3. Deécharge du condensateur

On suppose le régime permanent stationnaire atteint : le condensateur est chargé, la tension a ses
bornes vaut F et I'intensité du courant est nulle.

A t = 0 on bascule l'interrupteur de la position 1 a la position 2.

1 |:|R i=0 1 I:IR i
*2 Y 2 e un
ETC) ——luc=E ETC) —— |uc
7777 t<0 77 t>0

a) Mise en équation

D’aprés la loi des mailles :
up +uc =0

du
Or up = Ri avec i = Cd—to ( R et C sont en convention récepteur). D’ou

RCUc+uc =0

que l’on écrit sous la forme :

1
!/ —_— = 0
uc + RCuC

On obtient une équation différentielle du premier ordre linéaire a coeflicient constant, homogéne, qu’on
exprime sous forme canonique :

1
e+ —uc =0 avec T = RC (E0)
T

I.4. Reésolution

La solution générale de ’équation homogeéne (EQ) est telle que

. 1
o = ——uc
T
t
uc(t) = e *

La constante A se détermine a 1’aide de la condition initiale :

La tension aux bornes du condensateur étant continue
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On en déduit u(0) = A =F

uc(t) = Ee™r avec 7 = RC

0,37F
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I.5. Bilan énergétique
a) Bilan énergétique de la charge

La loi des mailles a permis d’établir la relation

E=Ri+uc

Chaque terme est homogéne & une tension. Pour faire apparaitre un puissance il suffit de multiplier
charge membre de 1’égalité par i .

Ei = Ri®> +uci aveci= Cluc

= Ri® + uc Cuc

d
RZ +dt< CUC)

— Fi : puissance électrique fournie par le générateur

— Ri? : puissance électrique recue par la résistance et dissipée par effet Joule

d /1, . , .
% §CUC : puissance électrique recue par le condensateur.

d dé&, 1
a4 < C’uc> dte avec &, = §C’u20 I’énergie stockée dans le condensateur

énergie totale stockée dans le condensateur

> d ( ) {1 2}00 1,9 1., 5
E.= dt = == -~
/0' dt CUC 9 CUC o 9 CUCOO B CUC(O)

e ¢énergie totale fournie par le générateur
o0
d
E, _/ Bidt = E/ cﬂdt CE [uc]®

E,=CE?

e On en déduit ’énergie totale dissipée par effet joule

OO > *©d /1 1
EU:x/ wa:i/ Ewt—/m<0ﬁ0d#:CE2—CE2
0 0 o dt\2 2

1
= -CF’
2

L’énergie fournie par le générateur est pour moitié stockée dans le condensateur et pour
moitié dissipée par effet Joule dans la résistance.
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b) Bilan énergétique de la décharge

La loi des mailles a permis d’établir la relation :

0= Ri+uc
Ri® +uci=0
d
RiQ:—ucCﬂ
dt
i (302)
2 4l 9
Ri T 2Cuc
EJ:/ Rszt:—/ —(—CuQ)dt
0 o dt\2 ¢
1 o0 1 1 1
Ej= {—Cu% = —-Cug_+-Cug(0) = ~CE?
=0 =2

L’énergie initialement stockée dans le condensateur est intégralement dissipée par effet

Joule dans la résistance.
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II. Etablissement et rupture du courant dans un circuit RL série

I1.1. Etablissement du courant
a) Analyse

On considére un circuit RL série relié a une source de tension idéale de f.é.m. FE.

A t =0 on ferme I'interrupteur.

R R ‘
- 50 4
T t<0 e t>0

Analyser I’évolution de l'intensité ¢ du courant aprés la fermeture de I'interrupteur.

Aux bornes de quel dipole doit-on brancher un oscilloscope si on souhaite visualiser 1’évolution de
I'intensité ?

10
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b) Mise en équation pour up
D’aprés la loi des mailles :
E—up—urp =0
E =up+uy,
avec, R et L étant tous deux en convention récepteur :

. .. UR
— urp = Ri, soit 1 = —
R

di d sug L dup
B T ( R) R dt
d’ou
Ldug
E = R
UR T R

que l'on écrit sous la forme :

dup R R
a TLR=TE

R .
La grandeur 7 étant homogéne a l'inverse d’un temps, on pose — = 7 avec 7 homogéne a un temps.
T

dup 1 1 L
W—i—;uR—;E avec T = o (E)

c) Résolution

On obtient une équation différentielle du premier ordre linéaire & coefficient constant, & second membre
constant.
On lui associe I’équation sans second membre (équation homogéne) :

dup 1
Zup =0 EO
dt TR (EO)

La solution générale de (E|) est la superposition

— d’une solution particuliére de 1’équation avec second membre . Le second membre étant
constant on cherche une solution particuliére constante i, = K telle que

1 1
0+-K=-E
T T

K=F

ainsi ug, = E.

— de la solution générale de 1'équation homogeéne ([EO)

dup 1
—_—— = ——1u
dt P

L
ug, (t) = Ae™T  avec T = =

ainsi :

up(t) = up + ug, () = E+ \e 7

11
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La constante A se détermine a ’aide de la condition initiale.

L’intensité du courant circulant a travers une bobine étant continue on a :

i(07) =4(0") =4(0) =0

D’oti, en multipliant par R

Ri(07) = Ri(0") = Ri(0) = 0.

ur(07) = up(0") = u(0) =0

La continuité de ’intensité entraine la continuité de la tension aux bornes de la résistance
R.

Ainsiu(0) =E+A=0 dou = —FE.

ug(t) = F (1 — 6_5) avec T = %

0,63E F----/--

On pourrait de la méme maniére tracer i(t) = “RT@ =L (1 - e_$>.
i(t)

T 5 - ey

0,63E/R}F----/--

Retrouver sans calcul la valeur de 7.

12
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d) Réponse en tension aux bornes de la bobine.

Pour t <0 ur(t)=0
Pour t >0, wup(t)=FE—ur(t)=E—F (1 - e‘é) = Fer

ur(t)

E

0,37F

0]
La tension aux bornes de la bobine est discontinue a ¢t = 0.

I1.2. Extinction du courant

On suppose le régime permanent stationnaire atteint : 'intensité du courant a atteint sa valeur asymp-
totique i = E//R et la tension aux bornes de la bobine est nulle (elle est équivalente & un fil).

A t = 0 on bascule I'interrupteur de la position 1 a la position 2.

1 |:|R i=E/R 1 |:|R j
9 e 20 .
D g (D g
7777 £<0 7777 20

a) Mise en équation pour up
D’aprés la loi des mailles :

ur, +ur =0

avee ur — LY _ E(LR)_E%
Ve =ty T " a\R) T R @t
L dup

7a =0

que l'on écrit sous la forme :

13



ATS Lycée Le Dantec

On obtient une équation différentielle du premier ordre linéaire a coefficient constant, homogéne, qu’on
exprime sous forme canonique :

dup 1 L
E‘F;UR—O avec 7= o (E0)

b) Résolution

La solution générale de I’équation homogéne (EQ|) est telle que

dup _ 1.
a 7"
ur(t) = Xe™ 7

La constante A se détermine a 1’aide des conditions initiales :

L’intensité du courant traversant la bobine étant continue ¢(07) = ¢(0") = i(0) = %. La tension aux
bornes de R est donc également continue :

ur(07) = ur(0") = ur(0) = Ri(0) = F

On en déduit u(0) = A =F

_t
upr(t) = Ee = avec T =

=yl

0,37E

O

I1.3. Bilan énergétique
a) Etablissement du courant

La loi des mailles permet d’établir la relation :

di
E=Ri =Ri+ L—
Ri+up, = Rt + T

On multiplie chaque membre de I'égalité par .

i,
dt
1

d
. 2 R S ]
Ei= Ri +dt<2LZ)

Ei=Ri’+ L

14
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— FEi : puissance électrique fournie par le générateur

— Ri? : puissance électrique recue par la résistance et dissipée par effet Joule

d /1
% <5Li2) : puissance électrique regue par la bobine.

d /1 d¢& 1
e (5Li2> = d—;” avec &, = §Li2 I’énergie stockée dans la bobine

Lorsque t — 00, 1o = — = cte.

R
Fis = Ri?,

Lorsque le régime permanent est atteint, toute la puissance fournie par le générateur est dissipée par
effet Joule dans la résistance R.

L’énergie stockée dans la bobine vaut :

b) Extinction du courant

La loi des mailles donne :

di
0=Ri =Ri+ L—
1+ ur, 1+ a
On multiplie par i.
di
0=Ri*+L—i
17+ dtZ

2 2
= — | =1
0 Ri“ + 9 7

On peut calculer I’énergie totale dissipée par effet Joue dans la résistance.

Ri% = d <1L¢2)

Cdt \2
E; = Ri%dt = / —— (Jﬂ) dt
Ej= {—1L 2}00 = —_L i +1L12(0)
27 1, 2 \_O% 2
oY) 2(0) = ) (E>2
T W T\ R

L’énergie initialement stockée dans la bobine est totalement dissipé par effet Joule dans
la résistance.

15
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III. Circuit RLC série en régime transitoire

II1.1. Mise en équation de la charge du condensateur
On considére un circuit RLC série relié & une source de tension idéale de f.é.m. E.

A t = 0 on ferme l'interrupteur, le condensateur n’étant pas chargé.

L R L R
- N - 75000 { ==

Ai =0 Aj

ETC) C— luc =0 ETC) C—— luc(t)

7777 t<0 7777 t>0

D’aprés la loi des mailles
E—ur—up, —uc=0

E=urp+ur + uc

di
E=Ri+ L—
P g e
. Uuc . ., N
avec t = C' TS (on est en convention récepteur). D’ou
dug d2uc
E = RC LC
a T a e

La tension uc(t) vérifie 'équation différentielle :

d
LC&C+RC% tuo=E

que l'on peut exprimer sous la forme :

.. R . 1 K

uc-l—ZuC—l-ﬁuC: Ic
On peut réécrire le membre de gauche sous la forme canonique déja rencontrée lors de I'étude de
I'oscillateur amorti.

. wo .
uco + aouc + w%uc = w%E (E)
avec
1 1
wg = — ,| wg = — | la pulsation propre du circuit
LC VLC
et

R L 1 /L
“o _ 7 Q= e U ol le facteur de qualité du circuit.

La pulsation propre wg correspond & la pulsation des oscillations qui se produiraient en ’absence de
résistance (R = 0). Elle se mesure en rad.s™! et est donc homogene a I'inverse d’'un temps [wo] = T 1.

Le facteur de qualité @) est une grandeur sans dimension. Il est d’autant plus élevé que la résistance
du circuit est faible.

16
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I11.2. Les différents régimes

L’équation (E|) obtenue est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants,
a second membre constant, comparable a celle rencontrée lors de 1’étude de ’oscillateur harmonique
amorti.

On lui associe I’équation sans second membre (équation homogéne) :

iic + uc + wouc =0 (E0)

Q

d’équation caractéristique :

wo

Q

r? 4+ 24 wg =0
wo 2

qui admet pour discriminant : A = <Q> — 4w3.

La solution générale de est la superposition :

— d’une solution particuliére de ’équation avec second membre. Celui-ci étant constant on cherche
une solution particuliére constante uc, = K telle que :

0+0+wiK =wiFE

K=F
ainsi ug, = K = E.
— de la solution de générale de (E0))
La nature des solutions de dépendra du signe de A.

Si on se place a wy fixée (L et C' fixés), le signe de A dépendra uniquement de la valeur de @ et donc
de la valeur de la résistance R.

a) Cas A <0 (résistance faible)

A= (w°)274w§<0

2) < 402

OrQ:%\/éd’oﬁ ]1%\/2>;soit R<2\/§

rio = 1 (_WO il\/j)

2\ Q
. 2 .
wo ? wo wo 7 1
=2y D () =2l (1 )
1,2 2Q 9 wWo Q 2Q 2\/w0 4@2
+1 1 !
2= 2@ W0 4@2

17
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w 1
T2 = — 0 4w avec | w= wo4/1 — —5 | pseudo-pulsation (w < wp et w ~ wy pour Q > 5).

2 402

uc, (t) = e 2at (Acoswt + Bsinwt.)

puis

_ %04 .
uc(t) = uc, (t) +uc, = £ +e 22" (Acoswt + Bsinwt.)

Les constantes A et B se déduisent des conditions initiales.

Le condensateur est initialement déchargé et aucun courant ne circule (interrupteur ouvert pour ¢ < 0).
— Par continuité de la tension aux bornes d'un condensateur : uc(0~) = uc(0") = uc(0) = 0.

— Par continuité de I'intensité du courant dans la bobine : i(07) = 4(0") = i(0) = 0 avec i = Cuc .

u.(0) =0

On retient donc les conditions initiales :
uc(0) =0

Ainsi

u(0)=E+A=0dou| A=—E |

uc(t) = —%6_%t (Acoswt 4+ Bsinwt.) + ¢ 20! (—Aw sinwt + Bw cos wt)
. wo

0) = ———=A+ Buw.
UC( ) 20 + bw

N wo wo
d’ B= A=— E |

ot 2Qw 2Quw
On peut exprimer B uniquement en fonction de E et @ :
B= 0 [
2Qw0,/1_ﬁ 1,/4Q% — 1

D’ou

_ Y0y
uc(t) = E — FEe 2@ | coswt +

1
—— sinwt.
VAQ? — 1 )

18
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On a tracé ci-dessous l'allure de la solution :

— Comment trouver sans calcul la valeur asymptotique de uc(t) ?

— Donner 'expression du temps caractéristique 7 du régime transitoire.

uc(t)

Régime pseudo-périodique

O

Calcul de la pseudo-période T :
- 27 2 TO

pour Q > 5, T ~ Ty a mieux d’1% preés.

T

Rappel : Interprétation graphique du facteur de qualité

Pour @ > 5, le facteur de qualité correspond au nombre d’oscillations d’amplitude significative ( c’est
a dire d’amplitude supérieure a 5% de 'amplitude initiale) autour de la valeur asymptotique. Cela
permet d’estimer graphiquement le facteur de qualité.

b) Cas A =0 (résistance critique)

2
A:<w0> — 4w =0
Q 0

1 L
Q== R =24/ - = R résistance critique
2 C
w
L’équation caractéristique admet une racine double rg = —2—0 = —wp car Q = %

Dans ce cas la solution de (E0)) est de la forme :

uc, (t) = e “°'(At + B)

d’oti, en ajoutant la solution particuliére :

uc(t) = uc), (t) + uc, = E+ e_wot(At + B)

19
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Les constantes A et B peuvent se déduire des conditions initiales. Vous pourrez vérifier que la solution

uc.(0) =0
vérifiant les conditions initiales est de la forme :
uc(0) =0

uc(t) = E — Ee " (wot + 1)

uc(t)
E
Régime critique
t
O
c) Cas A >0 (amortissement important)
2
w
A= <QO> 4wi >0
L
< = R>2y/—+
@ C
2
L’équation caractéristique admet deux racines réelles négatives r1 et ro avec ry o = —;—O:t% (%) — 4w8.

Dans ce cas la solution de (E0)) est de la forme :

uc, (t) = Ae"" + Be™!
D’oi, en ajoutant la solution particuliére,

uc(t) = E 4+ Ae™ + Be™ avec 71 < 0 et 75 < 0

Les constantes A et B peuvent se déduire des des conditions initiales. Vous pourrez vérifier que la

uc(0) =0
solution vérifiant les conditions initiales est de la forme :
uc(0) =0

T2 ™
uc(t)=E—F ( et — emt)
o —T1 ro —T1

avec r1 < 0 et rg < 0.

20
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~—

UC (t

Régime apériodique

Comparaison des trois régimes :

Uc

—
111
DOO

/\/VV'

C’est pour le régime critique que la valeur limite stationnaire est atteinte le plus rapidement.

21



ATS Lycée Le Dantec

II1.3. Analogie mécanique

On a déja rencontré en mécanique le méme type d’équation.

Considérons une masse m susceptible de se déplacer sans frottement sur plan horizontal. Elle est
soumise a ’action d’un ressort de longueur & vide £y et de constante de raideur k, a laquelle s’ajoute
I’action d’un amortisseur qui crée une force opposée a la vitesse F, = —h.

Si on écarte la masse de sa position d’équilibre x = 0 et qu’on la lache sans vitesse, elle reviendra

a sa position de repos soit par des oscillations amorties (régime pseudo périodique), soit sans osciller
(régime critique, régime apériodique) si 'amortissement est plus élevé.

A T’aide du principe fondamental de la dynamique, établir 'équation différentielle du mouvement de
la masse m.
Systéme : masse m

l=lo+x R Référentiel : référentiel du labo supposé galiléen
amortisseur Bilan des forces :
T 1
—1 |

poids mg L i,

m — réaction normale R du support L i,
T > — tension du ressort :
‘l—’of’ x T = —k(l— Loy = —k(lo+x — o)ty = —kail,.
0 — force d’amortissement ﬁa = —hv = —hZu,

Principe fondamental de la dynamique :
ma = miuy :m§'+ﬁ+f—|—ﬁ
projeté sur iy :

mx = —kx — ht

mi + hi + kz = 0 (EM)

Considérons a présent le circuit RLC série ci-dessous. On suppose le condensateur initialement chargé
et & t = 0 on ferme l'interrupteur K. Le condensateur va alors se décharger. La tension uc retournera
a 0 soit via des oscillation amorties, soit sans osciller si la résistance est suffisamment élevée.

L , R
ur, W
q
K C_—__|uc
—-q
7777
On note ¢ la charge portée par le condensateur. Elle vérifie
dg
=Cu et 1= —
q C dt

A Paide de la loi des mailles et des différentes relations courant-tension, établir I’équation vérifiée par
q(?).
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Lorsque K est fermé

uc +up +ur =0

q . di
—+ R L—=0
o T TRy

q dg = d?%q
RN S SR el G
c e T rae

1
Li+Rj+ 5q=0 (EE)

En faisant analogie entre (EM]) et (EE|) on peut établir les équivalences :

Grandeurs | Paramétres | Aspect énergétique
£l ' plr| L] te | 1L | R
ecC =1 — —In _ 7
711 C| 2 2 C
/ : Lo 1, o 2
Méca | z |2=v |m | h | k imv 51{:3: hv

B 1 1 /L

Elec Wy = ——— = —1\/=

T VIC “=rVe

Méca wo = Ll Q= Vhm
m h

Notions et contenus

\ Capacités exigibles

13. Circuits linéaires en régime transitoire

Charge et décharge d’un condensateur
dans un circuit RC série

Temps caractéristique

Energie stockée dans un condensateur.

Etablir et résoudre ’équation différentielle vérifiée par la tension aux
bornes d’un condensateur dans le cas de sa charge par une source idéale
de tension et dans le cas de sa décharge.

Déterminer I'ordre de grandeur de la durée du régime transitoire dans
un circuit RC série.

Démontrer I'expression de ’énergie stockée dans un condensateur

Etablissement et rupture du courant
dans un circuit RL série.

Temps caractéristique

Energie stockée dans une bobine

Etablir et résoudre 1’équation différentielles vérifiée par la tension aux
bornes d’une bobine dans le cas de I'établissement et de la rupture du
courant.

Déterminer 'ordre de grandeur de la durée du régime transitoire dans
un circuit RL série.

Démontrer I'expression de ’énergie stockée dans un bobine d’induc-
tance connue

Circuit RLC série en régime dépen-
dant du temps

Analogie mécanique

Etablir et résoudre ’équation d’évolution de la tension aux bornes du
condensateur lors de sa charge ou de sa décharge, dans les différents
régimes possibles

Ecrire I’équation différentielle en faisant apparaitre la pulsation propre
et le facteur de qualité

Décrire et exploiter les analogies avec 'oscillateur harmonique méca-
nique amorti. Identifier les paramétres et grandeurs analogues.
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