ATS Préparation au chapitre EM8 Lycée Le Dantec

Révisions d’analyse vectorielle

Avant d’aborder le dernier chapitre d'électromagnétisme il n'est pas inutile de faire un point des connaissances
acquises sur les opérateurs d'analyse vectorielle qui agissent sur des champs scalaires ou des champs vectoriels.

Toutes les définitions et les expressions de chaque opérateur dans les différents systemes de coordonnées sont
dans le polycopié d’'analyse vectorielle.

I. Quelques rappels

I.1. Champ scalaire - champ vectoriel

Soit 7 = OM le vecteur position d'un point M (en coordonnées cartésiennes 7 = xiiy + yiiy + zilz).

Puinalysis chart
‘alid 0000 UTC Sun 14 MAR 2021

> Champ scalaire :

f: BB - R

ro— f(

Donner des exemples physiques de champs scalaires :

Champ de température, de pression, de salinité (dans 'océan), de potentiel électrostatique V...

> Champ vectoriel :

A: RS — RS

Donner des exemples physiques de champs vectoriels :

Champ de vitesse (pour I'’écoulement d'un fluide, voir par exemple une carte des vents en météorologie),
champ gravitationnel g, champ électrique E, champ magnétique B...
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I.2. Flux d’'un champ vectoriel a travers une surface (ouverte ou fermée)
> Rappeler la définition du flux ¢ d'un champ vectoriel A a travers une surface X orientée.

e

L ¢?&A£
z

Comment modifie-t-on la notation lorsque la surface Z est fermée?
¢:f¥ﬁu§
b

> Exemples:

O En mécanique des fluides on note j = p¥ le vecteur densité de flux de masse. A quoi correspond le
flux de j a travers une surface?

Dy, = / [ 7.dS avec D,, le débit massique
b

O Rappeler le théoréme de Gauss

int
f%édng
b €0

Le flux sortant du champ électrostatique a travers une surface est égal a la charge intérieure divisée
par &.

> Définir un champ vectoriel a flux conservatif (deux formulations équivalentes).

¢ Un champ vectoriel A est a flux conservatif si et seulement si le flux de A a travers toute surface fermée

est nul.
%¥3d§:0
b3

« Un champ vectoriel A est a flux conservatif si et seulement si le flux de A a travers toute section d’'un
tube de champ se conserve.

45,

PN

Ainsi, si on définit le flux entrant ¢, = [f5 A.dS, et le flux sortant par ¢ = I, A.dS, ona

e = s
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I.3

>

IL.

. Circulation d'un champ vectoriel le long d'un circuit (ouvert ou fermé)

Rappeler la définition de la circulation d’un champ vectoriel A le long du chemin % allant du point A au

point B.
B—> g
C= / A-d¢
A

Comment modifie-t-on la notation lorsque le circuit % est fermé?

c:yg A-df
¢

Exemple : rappeler le théoreme d’Ampeére de la magnétostatique.

C= éé : d?: 1o Tenlaces

La circulation du champ magnétostatique le long d'un contour %', fermé, orienté, est égale ala somme al-
gébrique des courants enlacés par ce contour (le sens d’orientation du courant se déduit du sens d’orien-
tation du circuit par la régle de la main droite) multipliée par pp.

Définir un champ vectoriel a circulation conservative (deux formulations équivalentes).
« Un champ vectoriel A est a circulation conservative si et seulement si la circulation de A sur tout
contour fermé est nulle.

§1§ Adl=0

« Un champ vectoriel A est a circulation conservative si et seulement si la circulation de A d’un point A
aun point B donné est indépendante du chemin suivide Aa B

B B_
/A-dﬁz/ A-de
A A

6 G

Lopérateur gradient

I1.1. Définition

Le gradient est un champ vectoriel qui caractérise les variations spatiales d'un champ scalaire.

Soit f un champ scalaire. Le gradient de f au point M est défini par la relation :

df (M) = grad f (M).dOM

Propriétés :

Le vecteur gradient est perpendiculaire aux surfaces iso- f (définies par f = Cte) et orienté vers les
valeurs de f croissantes.

Expression en coordonnées cartésiennes :

of . of . of

g}&ﬁf: Oxux ayuy+&uz
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On peut formellement écrire, en utilisant I'opérateur symbolique nabla (que I'on n’utilisera qu’en coordon-
nées cartésiennes) :

v-2 g+ % q4+9
Tox Y ay Yooz ¢
gradf=V f

Les expressions du gradient en coordonnées cylindriques et sphériques sont précisées dans le formulaire
d’analyse vectorielle. Leurs expressions dans des géométries simples sont cependant a connaitre :

—_ d
— En coordonnées cylindriques, si f = f(r) : grad f = _d]: iy
. - . — df .
— En coordonnées sphériques, si f = f(r) : grad f = 3y

II.2. Quelques calculs

> Soit le champ scalaire f(x, y,2) = xy* — yz2. Calculer grad f.

y2

gr?)if 2xy — 2
=2zy

> Soit le champ scalaire f(x, y, z) = xyzsin(xy). Calculer al f.

. yzsin(xy) + xyzz cos(xy)
grad f| xzsin(xy) + x?>yzcos(xy)
xysin(xy)

I1.3. Lopérateur gradient en physique
a) Electrostatique
Rappeler le lien entre le champ électrostatique E et le potentiel électrostatique V.
E=-gradV
Calculer la circulation de E le long d’une ligne reliant le point A au point B :
B_ B __, B
/ E.d¢ = :/ —grad V.d? :/ -dV =V(A)-V(B)
A A A

Quelle remarque peut-on faire?

La circulation est indépendante du chemin suivi : le champ E est a circulation conservative.
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> Piége de Paul

Le piege de Paul est un dispositif permettant de
piéger des ions. Il est notamment utilisé dans les
horloges de trés haute précision. "
Il est constitué d’une électrode latérale en anneau Coupelles
portée au potentiel +U/2 et de deux électrodes

supérieures et inférieures (coupelles) distantes de

2z et portées au potentiel —U/2.

Le potentiel électrostatique créé par ce dispositif a

pour expression :

z

U
V(x,y,2) = —5 (&% +y* - 22%)
4z¢

O Déterminer I'expression du champ électrostatique.

. — u |2 ul| "
E=-gradV=—-—12y =—|-y
4zz _4z 2z7 27

O On a représenté I'allure du champ électrique en des points proches de O et situés, soit sur 'axe Oz,
soit dans le plan xOy. Ce dispositif seul permettrait-il de stocker des ions?

2.01
154
1.0 4
0.5

0.0 1

2/ 2,

_05 4

—1.0 1

-1547

—2.01
-2.0-15-1.0-05 00 0.5 1.0 1.5 2.0

x/z.

Visualisation des isopotentielles dans le plan y = 0 ( valable
dans tout plan contenant 'axe Oz car les éléctrodes sont

2.502-50

invariantes par rotation quelconque autour de Oz) : les
Visualisation du champ E. électrodes coincident avec des surfaces isopotentielles
(V=U/2etV=-U/2)
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x/z.

1
|
|
|

Superposition des isopotentielles et des lignes de champ électrostatique orientées dans le sens des potentiels
décroissants.

Considérons un ion de charge g > 0. Il est soumis a une force F = gE (le poids est négligeable). Le champ
électrique est nul en O : le point O correspond a une position d’équilibre. Si I'ion de déplace légerement
dans le plan horizontal z = 0, la force F = gE de méme sens que E pour g > 0 tend a le ramener vers O.
Par contre, si 'ion se déplace verticalement la force F = gE tend a I'éloigner davantage de O : la position
d’équilibre est instable verticalement.

Pour un ion négatif on observerait une instabilité dans le plan horizontal. Ainsi, le dispositif en I’état ne
permet pas de stoker un ion.

Pour palier ce probléme il faut inverser régulierement la tension pour que l'ion puisse étre maintenu
dans le piege. La tension U appliquée est en fait une tension alternative dont il faut ajuster la fréquence
pour stabiliser la position d’équilibre.
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> Dipole électrostatique

Une molécule est électriquement neutre. Cependant, certains
atomes attirent davantage les électrons que d’autres (on dit
qu’ils sont plus électronégatifs). On peut alors modéliser une
molécule par deux charges opposées +g et —q distantes de a.

On cherche a exprimer le potentiel puis le champ électrosta-
tique crée par cette distribution a une distance r > a.

On pose p = qaii; = pii;. Ce vecteur p est appelé moment di-
polaire.

O Donner I'expression du potentiel électrostatique V(M) créé au point M par les deux charges en fonc-
tionde q, PM,NM, et y. On suppose le potentiel nul a I'infini.

q q Q(l 1)

V(M) = - = _
dnegPM AmegNM  4Ameg \PM NM

On suppose r > a. On peut montrer, a I'aide d'un dévelop-
pement limité a I'ordre 1 en a/r que le potentiel a pour ex-
pression approchée, en coordonnées sphériques :

pcos6

V(M) =
(M) Amegr?

O Représenter sur le schéma ci-dessus, les vecteurs ii,, iig et ii, des coordonnées sphériques.

O Al'aide de votre formulaire d’analyse vectorielle, déterminer les composantes E;, Ey et E, du champ
électrostatique.

9= —

0 (pcos@) 2pcos6
E =—— = ;

10 (pcos@)_ psing B 1 0 (pcos@)
or \dmeogr?)  4megrd’

r 00 \amegr2)  ameerd3 Y rsin® % 4Amegr?

Retrouver directement la valeur de E,, en utilisant les propriétés de symétrie de la distribution.

Tout plan contenant Oz est plan de symétrie de la distribution. Le plan (M, ii;, iiy) est plan de symétrie
pour la distribution donc E(M) € (M, iy, lig) et E, = 0.
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O On a représenté sur la figure ci-dessous quelques lignes de champ électrique. Préciser |'orientation
des lignes de champ. Représenter I'allure du champ E en M et en M. Par des considérations de sy-
métrie, retrouver la direction du champ électrostatique dans le plan z = 0.

Le plan z = 0 est plan d’anti-symétrie pour la distribution. Soit Mj un point quelconque appartenant
a ce plan : E(My) est perpendiculaire au plan z = 0.
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b) Mécanique
On consideére un champ de force conservative F qui dérive d'une énergie potentielle E -

> Exprimer le travail élémentaire 6 W de cette force :

§W = F.dOM = —dE,,
> Donner le lien mathématique entre F et Ep:
F=—gradE,
> En déduire I'expression du travail de A 2 B de la force F.

B B
Wy_g(F) = / F.dOM= / —dEp, = E,(A) — Ep(B)
A A

> Citer des forces conservatives et donner I'énergie potentielle associée.

o Poids mg associé a I'énergie potentielle de pesanteur :
- Ep(z) =mgz+cte avec z |
- Ep(z) =—-mgz+cte avecz)|

o Force élastique T = — k(£ — £g) liex; associée a 'énergie potentielle élastique :
1 ) . L
Ep = Ek([ —0y)“ + cte (on choisit en général cte = 0).

o Force F = gE qui s’exerce sur une charge g placée dans un champ électrostatique E, associée al'éner-
gie potentielle :

E,=qV.

oi1 V est est le potentiel électrostatique dont dérive le champ E.

c) Statique des fluides

On considére un volume mésoscopique dV de fluide a I’équilibre dans un référentiel galiléen et soumis a
un champ de pesanteur g.

> A quoi correspond — grad PdV ? Interpréter physiquement le signe "—".
—grad PdV représente la résultante des forces de pression s’exer¢ant sur le volume mésoscopique dV.

Le signe "—" devant le gradient indique que cette force est dirigée des hautes pressions vers les basses
pressions.

> Exprimer la condition d’équilibre de ce volume mésoscopique et en déduire la loi de la statique des
fluides.

Loi de la statique des fluides :

gradp=pg

voir cours MF1.
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> Retrouver 'expression du champ de pression dans un fluide incompressible dans les différentes confi-
gurations suivantes.

z 0] PO z
0] Py PO‘
h
z 0]
(@ b) (©
P(z)=Py—pgz P(z)=Py+pgz P(z)=Py+pglh—-2)

voir cours MF1.

10
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> Retrouver I'expression du champ de pression dans une atmosphere isotherme de température Ty, en
rappelant les hypotheses utilisées. On note P la pression a I'altitude nulle.

Mg
P(z) = Pyexp —ﬁz
0

voir cours MF1.

d) Diffusion thermique

Rappeler la loi de Fourier.

jcd:_/lg—raaT

11
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III. Lopérateur divergence

I11.1. Définition

r

On admet le théoréme d’Ostrogradski : soit A(M) un champ vectoriel; il existe un unique champ
scalaire div A tel que, pour toute surface fermée .7, orientée vers I'extérieur, limitant le volume ¥ :

@:# A-d§:fff divAdv
5 v

Si on fait tendre le volume ¥ vers 0, on obtient pour un volume élémentaire dV :

d® = divAdV

\.

Expression en coordonnées cartésiennes :

- 0A 0A 0A
divi=—24y L 22

0x 0y 0z

Notation a I’aide de I'opérateur nabla :
divi=V-A

Les expressions de la divergence en coordonnées cylindriques et sphériques sont précisées dans le formu-
laire d’analyse vectorielle.

> Donner la définition locale d’'un champ vectoriel A a flux conservatif.

Un champ vectoriel A est a flux conservatif si et seulement si div A = 0.

III.2. Quelques calculs

> On considere le champ vectoriel A= ar = a(xiiy + yi, + zii;) avec a € R.

O Représenter I'allure du champ vectoriel dans le cas a > 0.

On remarque que A = arii, en coordonnées sphériques. Le champ vectoriel A est radial. Il diverge
de O si a > 0. Sanorme augmente proportionnellement a r.

O Calculer div A.
divA =3a

O Vérifier la validité du théoréeme d’Ostrogradski dans ce cas particulier en choisissant une surface .7,
sphérique de centre O et de rayon r.

# A-dS=arx4nr?=ax4nr?
4

- 4
ff divAdV =3a—-7nr3 = a x 4nr®
R 3

12
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III.3. Lopérateur divergence en physique
a) Enmécanique des fluides

> Exprimer localement la conservation du débit de masse pour un écoulement stationnaire.

divj=0

avec J le vecteur densité de flux de masse.

> Que représente physiquement div 7 oli U est la vitesse d’écoulement du fluide ?
div U représente le taux de dilation des particules fluides en écoulement (c’est a dire la variation relative
de volume par unité de temps). Lorsque les particules fluides conservent leur volume lors de I’écoule-
ment (elles peuvent cependant se déformer) on a divv = 0. L'écoulement est dit incompressible.

> Comment se traduit macroscopiquement la propriété locale divo =02

Si divy =0, 7 est a flux conservatif et il y a conservation du débit volumique.

b) Electromagnétisme

> Donner I'expression locale du théoreme de Gauss (équation de Maxwell-Gauss). Que devient cette ex-
pression dans le vide ?

divE = 14
€0

Dans le vide, p =0,
divE=0

le champ E est a flux conservatif.

> Le champ magnétique B est a flux conservatif. Donner une formulation locale de cette propriété (équa-
tion de Maxwell-flux).
divB=0

> Rappeler I'expression locale de conservation de la charge (voir cours EM3) a trois dimensions.

%+ divi=0

13
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IV. Lopérateur rotationnel

IV.1. Définition

r

On admet le théoréme de Stokes : soit A(M) un champ vectoriel; il existe un unique champ vectoriel
rot A tel que, pour toute surface . s’appuyant sur le contour fermé %, . étant orientée par le sens

de parcours choisi sur ¢ :
c=5£ Adoni= [ wotA.s
% S

Si on fait tendre la surface délimitée par le contour % vers 0, on obtient

dC=rotA-dS

Expression en coordonnées cartésiennes :
— . [(0A, O0Ay 0A; O0A; 0Ay  0A,
IotA = i i, +|—-—2|z
55 e (5 e (-5

0z ox

0y 0z
Notation a I’aide de I'opérateur nabla :

—_ —> -

rotA=VAA
Les expressions du rotationnel en coordonnées cylindriques et sphériques sont précisées dans le formulaire
d’analyse vectorielle.
> Donner la définition locale d'un champ vectoriel A a circulation conservative.

Un champ vectoriel A est a circulation conservative si et seulement si rot A = 0.

IV.2. Quelques calculs

> Vérifier la propriété suivante
rot(grad f) =0

9 of of _ of 0
0x 0x 0ydz  0z0y
o | *f _ 0f 0
ay N| 3y =| 3zox oxdz —
9 of *f  f
0z 0z 0x0y 0yox 0
0’°f  0f

On admet le théoréme de Shwarz : pour une fonction de classe C?,

Gx,-axj B axjax,- '
Conséquence : tout champ vectoriel s'écrivant sous la forme A = grad f est a circulation conservative.
On admet la réciproque : tout champ vectoriel a circulation conservative peut s’écrire sous la forme
A=gradf.
> Vérifier la propriété suivante :
div(rot A) =0
— - (04, OAy) (an OAZ) 0Ay, 0A,
rotA=|—= iy + - Uy+|——-— u
( * 0z 0x y ( 0x o0y ) “
02A, 0°Ay, 08%A, 0°A, O0°A, 0%A,

0y 0z

div(rot A) = -~ + -~ + -

WotA) = 58y axdz T 9yoz  aydx  0z0x  dzdy
_(62Az aZAZ) (aZAx GZAX) 0*A, 0%A,
~\oxdy odyox 0y0z 0z0y 0z0x 0x0z

=0

14
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en utilisant a nouveau le théoreme de Shwarz.

IV.3. Lopérateur rotationnel en physique
a) Enmécanique des fluides
> Rappeler’expression du champ de vitesse (M) pour un solide en rotation a la vitesse angulaire w autour
d’un axe Oz fixe dans le référentiel d’étude .
U(M) = wriig en coordonnées cylindriques

> Calculer rot 7

rotv=—
r or

-

U, =2wlii,

. . = - - , .
> En mécanique des fluides on pose Q2 = % rot U. Que représente physiquement ce vecteur?

1 —

inrotvzwﬁZ et D(M)=QAOM

Le vecteur tourbillon € traduit localement la rotation des particules fluides.

b) En électromagnétisme

> Donner une formulation locale du théoreme d’Ampeére (équation de Maxwell-Ampere de la statique).

r_>0t1§=ﬁtoj?

> On consideére une distribution de courants telle que, pour —a/2 < z < a/2, le champ magnétique créé a

pour expression B= Mo jzliy avec j constant. Déterminer le vecteur densité volumique de courant pour
—-al2<z<all. .
j=—T10tB = —jiix
Ho

15
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On s’intéresse a présent a un opérateur faisant intervenir des dérivées spatiales d’ordre 2.

V. Lopérateur laplacien scalaire

V.1. Définition

Soit f un champ scalaire. On définit le laplacien scalaire A f par

Af = div(grad f)
En coordonnées cartésiennes :
i ¥f+¥f

Af = —L —J
! 6x2+6y2 0z°

. J

Notation a I'aide de 'opérateur nabla: Af = V> f

V.2. Lopérateur laplacien en physique

> En électrostatique, le champ électrique est a circulation conservative. Le champ électrostatique vérifie
donc laloilocale :

-

rot E =0
> On introduit donc un potentiel électrostatique V tel que
E=-gradVv
> L'équation de Maxwell-Gauss dans le vide donne :
divE=0
> En déduire I’équation vérifiée par le potentiel V dans le vide (équation de Laplace)
AV =0
V.3. Calcul

¥v+yv+¥v
0x?  dy* 0z°

> Vérifier que div(gr_aci V)=

V.4. Interprétation
a) Dérivée seconde d'une fonction a une variable

Pour des fonctions a une seule variable (cas 1D) le laplacien se réduit a la dérivée seconde de la fonction

d2
Af=&£=me.

Supposons qu'une fonction admette un extremum en x = xg : f'(xo) = 0. Le signe de la dérivée seconde
f"(x0) donne une indication sur la concavité de la courbe au niveau de I'extremum.

16
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f"(x0)>0 f"(x0) <0

Placons nous en un point quelconque (pas nécessairement un extremum).

Considérons l'intervalle [x — €, x + €] au voisinage de x.

On cherche a estimer I'écart entre la valeur moyenne des valeurs prises par la fonction aux bornes de I'in-

tervalle et la valeur en x : w — f(x) (voir figure ci-dessous).

A

fate)+i(a—e),
2

f(x)

x—¢€ T xr+eE

Al'aide de développements limités a I'ordre 2 estimer cet écart.

fx+e)+f(x—¢)
2

FOO+ £+ 5 F/(0) + (f (1) —ef+ & ()
2

-fx)=

-fx

2
=ﬂm+%¢%m—ﬂm

2
=)

ainsi :

f(x) ;;;7
f(:z,ure);rf(gc—e)< f(zte)+f(z—¢)
2

f(x)

ng 9: z4e T—¢ T r+e
f(z) >0 fi(x) <0

Lorsque A f = f”(x) > 0 les valeurs prises en moyenne par la fonction sur un voisinage de x sont supérieures

a f(x).

Lorsque A f = f"(x) < 0 les valeurs prises en moyenne par la fonction sur un voisinage de x sont inférieures

a f(x).

17
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b) Transposition a trois dimensions

On considere un point M ou un champ scalaire f admet un minimum local. Tracer les lignes de champ de
grad f au voisinage du point M. En déduire A f = div(grad f) > 0.

Faire le méme raisonnement lorsque f admet un maximum en M.

En reprenant 'exemple du piege de Paul, justifier pourquoi un champ électrostatique seul ne peut pas pié-
ger une charge.

Supposons que I'’on souhaite piéger un ion positif. Il faudrait pour cela que les lignes de champs électriques
convergent toutes vers O. Cela suppose |'existence d'un minimum du potentiel V en 0 et donc AV (0) >0 ce
qui est impossible puisque dans le vide AV = 0 : le potentiel électrostatique n’admet pas d’extremum (voir
cours EM2 cage de Faraday).

18
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